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Le 3i décembre 1894 est mort, à Ircnte-huit ans, après une longue ma- 
ladie, Thomas-Jean Stieltjes, professeur de Calcul différentiel et intégral à 
la Faculté des Sciences de Toulouse. Un des membres du Comité des An- 
nales, M. E. Cosserat, a bien voulu analyser 82 Notes ou Mémoires publiés 
par Stieltjes dans divers Recueils et en a fait précéder l'analyse d'une No- 
tice biographique. Le Comité a pensé que la publication de cette analyse 
était le meilleur hommage qu'il pût rendre immédiatement à la mémoire de 
l'un des hommes dont le caractère et le talent ont fait le plus d'honneur à 
la Faculté. 

Stieltjes a laissé peu de manuscrits inédits, en dehors de sa correspon- 
dance avec le plus illustre de nos maîtres, M. Ch. llermite, dont les encou- 
ragements et la constante amitié ont été, pour Stieltjes et pour les siens, 
d'un si haut prix. Le Comité recherchera attentivement, tant dans cette 
correspondance que dans les autres écrits de Stieltjes, ce qu'il y aura lieu 
de publier. Tout d'abord il a paru qu'il y aurait grand intérêt à réimprimer 
en langue française, dans ces ^/i/ia/t^^^ les Mémpires publiés par Stieltjes 
en Hollande, avant son arrivée en France. Nous remercions ici notre col- 
lègue, M. E. Cosserat, qui a bien voulu se charger de ce travail, et les 
Corps savants hollandais qui ont autorisé cette réimpression que nous 
espérons commencer prochainement. 



LE COMITÉ. 



Fac. de T. — IX. 



l'I 



NOTICE 



SUR LES 



TRAVAUX SCIENTIFIQUES 



DE 



THOMAS-JEAN STIELTJES, 

PAR M. E. COSSERAT, 

Chargé d'un Cours de Calcul dilTérentiel et intégral à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



Stieltjes, dont la Science déplore la mort prématurée, est né en Hol- 
lande, à ZwoUe, le 29 décembre i856. Fils d'un Ingénieur distingué, dont 
le nom reste attaché à un grand nombre de travaux remarquables, tels que 
le dessèchement du lac de Harlem, la construction du port actuel de Rot- 
terdam, pour ne citer, peut-être, que les moins importants, il suivit les 
cours de l'Ecole Polytechnique de Delft; mais, entraîné par son goût pour 
les Sciences exactes, il entra, le i*** décembre 1877, à l'observatoire de 
Leyde, où il se consacra, pendant six ans, à une étude approfondie de 
l'Astronomie. La publication prochaine des observations faites dans cette 
période, à Leyde, montrera la part active que Stieltjes prit aux travaux de 
Tobservatoire. Il se livrait, en même temps, à des recherches théoriques, 
dont les résultats sont devenus classiques (*). Le i" décembre i883, il 
quitta l'observatoire en vue d'obtenir une chaire de Mathématiques, à 
l'Université de Groningue ; la haute estime, dans laquelle ses travaux 
étaient tenus en Hollande, lui lit conférer, en 1884, par l'Université de 



(*) Nous devons le renseignement suivant à l'extrême obligeance de M. F. van de Sande 
Bakhuysen, astronome à l'observatoire de Leyde. En 1882, Stieltjes communiqua à M. Tisse- 
rand son élégante démonstration du théorème de l'éminent astronome sur le développement 
de la fonction perturbatrice lorsque Tinclinaison mutuelle des orbites est considérable; 
M. Tisserand était alors en mission à la Martinique pour l'observation du passage de Vénus; 
la Communication de Stieltjes fut transmise à M. Hermitc et c'est à partir de ce moment que 
s'établirent les liens d'amitié qui l'ont uni jusqu'à sa mort à l'illustre géomètre. 
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[?ij E. COSSERAT. 

Leyde, le grade de Docteur honoris causa, et le fît élire, en i885, Membre 
de rAcadémie royale des Sciences d'Amsterdam; la chaire qu'il désirait 
ne lui fut cependant pas accordée et il vint habiter Paris, où il obtint, en 
juin 1886, le grade de Docteur es Sciences mathématiques. La même 
année, il était appelé à la Faculté des Sciences de Toulouse, et la période 
la plus féconde de sa vie scientifique commença. 

Pour faire connaître, de la façon la plus complète, la valeur de cet 
homme éminent, nous avons rassemblé ici tous ses travaux (*); nous nous 
sommes efforcé de rendre ainsi à Slieltjes tout Thommage qui lui est dû et 
de lui témoigner la profonde reconnaissance que nous avons pour la con- 
stante amitié dont il nous a honoré. 

L'ordre chronologique suivi dans cette Notice pourrait se justifier de 
bien des manières ; mais nous l'avons adopté surtout afin de mieux mettre 
en évidence les progrès que Stieltjes a fait faire successivement aux sujets 
qu'il a traités; il se plaisait lui-même à faire remarquer que le Mémoire : 
Quelques recherches sur la théorie des quadratures dites mécaniques, 
publié en 1884, peut être considéré (^) comme l'origine de son travail : 
Recherches sur les fractions continues, qui a donné lieu à un rapport de 
M. Poincaré ('), dont nous extrayons le passage suivant : 

Le travail de M. Stieltjes est donc un des plus remarquables Mémoires 
d^ Analyse qui aient été écrits dans ces dernières années; il s^ ajoute à 
beaucoup d'autres qui ont placé leur auteur à un rang éminent dans la 
Science de notre époque. La plus grande clarté et l'élégance de la 
forme analytique, qu'on remarque dans le Mémoire dont nous venons 
de rendre compte, se joignent au talent de l'invention dans toutes les 
recherches qui ont pour objet d'importantes et difp^ciles questions, 
comme la variation de la densité à l'intérieur de la Terre, les séries 



(*) Le Mémoire de M. Poincaré Sur les résidus des intégrales doubles {Acta mathe- 
matica, t. IX, p. 829; 1887) renferme des indications sur un travail inédit de Stieltjes; con- 
sulter la page 323 de ce Mémoire et le § o intitulé : Méthode de M. Stieltjes, 

(<) Comme confirmation de ce point, on pourra lire, plus loin, les analyses des deux Notes 
portant le titre commun Sur un développement en fraction continue (n''* 32 et 67). 

(') On trouvera le rapport de M. Poincaré au tome CXIX des Comptes rendus de rAca- 
démie des Sciences^ p. 63o. Déjà, en 1892, la Section de Géométrie avait porté Stieltjes sur 
la liste des candidats présentés pour remplacer Ossian Bonnet à l'Académie des Sciences, 
et, en 1893, il avait obtenu le prix Petit d'Ormoy. Tout récemment il venait d'être nommé 
Membre correspondant de l'Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg. 



NOTICE SUR LES TRAVAUX SCIENTIFIQUES DE T.-J. STIELTJES. [dJ 

semi-convergentes, la théorie des polynômes de Le gendre y de la fonc- 
tion r, etc. La Commission a V honneur de proposer à l' Académie d'ac- 
corder à M. Stieltjes le plus haut témoignage de son approbation en 
ordonnant l'insertion de son Mémoire : Sur les fractions continues, dans 
le Recueil des Savants étrangers, et elle émet le vœu qu'un prix puisse 
lui être accordé sur la fondation Lecomte, 

1. lets over de benaderde voorstelling van eene functie door eene 
andere {') {\iQ\h, 1876). 

Soient f{x) et 9(^, a,, a^, . . ., «;,) deux fonctions de x continues dans 
l'intervalle (a, 6); déterminons les constantes a,, «2, . . ., a„ de façon que, 
pour 

la fonction (j»(x, a,,a2, ...,a,j) prenne les mêmes valeurs que f{x)'^ on 
voit que si, pour une valeur de x appartenant à l'intervalle (a, &), on adopte, 
pour valeur de f(x)^ la valeur correspondante de ^(u?, ai^a.,^ . . ., «,,), on 
commet une erreur 

déterminant, lorsque x varie, une fonction continue R(x) qui s'annule 

Supposant que la fonction R(x) ne s'annule pas dans l'intervalle (a, b) 
pour d'autres valeurs que oc,, x^^ . . ., a;„ et qu'elle change, en général, de 
signe, lorsque x franchit Tune de ces valeurs, Stieltjes introduit ce qu'il 
appelle Vécart des deux fonctions f(x), (p(ic, a,,a2, ...,a^) dans le 
même intervalle, à savoir la somme de toutes les aires comprises entre Taxe 
des Xj la courbe y = K(x) cl les deux ordonnées extrêmes x = a, x = b^ 
toutes ces aires devant être prises en valeur absolue. Cette définition 
posée, il se propose de déterminer a;,, x^^ . . ., x^, de façon que cet écart 
soit minimum. 

Le cas où la fonction 9(x, a,, «21 • • ? ^n) ^st de la forme 

Hnéaire par rapport à a,, «2? • • •-» ^m ^st particulièrement intéressant ; les 



(*) M. P. van de Sande Bakhuysen nous a signalé que ce Mémoire, dont les résultats 
avaient été obtenus dés 1875, fut publié en 1876, par le père de Stieltjes et à l'insu de ce 
dernier. 



[6J E. COSSERAT. 

nombres x, , d:'2» • • ? ^n sont alors déterminés par les n équations 

\ OjX^)dx-'\ ^p{x)dx ^.,,^{—\Y \ cpp{x)dx — o (/?=ir, 2, ...,//) 

et sont, par suite, indépendants de /(x). 

Stieltjes examine, en particulier, le cas où Ton a 

a = — I, 6=3-h I, 

9i(j:)=i, 9j(j7) — .r, (^^{x)=x', ..., 9„(x) :- x'»-», 

c'est-à-dire le cas où il s'agit de représenter approximativement, dans 
l'intervalle (—1, -M)? ^'-j ^^^^ l'écart minimum, la fonction /(x) par un 
polynôme entier du degré /^ — 1 ; les équations (i) sont alors vérifiées par 
les valeurs 

m: (/i — 1)7: (n — ©4-1)71 7: 

Xi — COS > .r^ =: COS — > •••> X^i=COS-^ /^ » •••> 0",, == cos 



/i 4- I /l -f- 1 '^ n -h l ft -r- l 

Le cas où Ton veut, pour o^x^ir, représenter approximativement 
/(.r) par 

nr, sin X -h a, sin 2 x -h . . . -h «« sin nx, 

est ensuite considéré et se rattache à des recherches de Lagrange. 

2. Een en ander oçer de integraal j ir(x -hu)du (Nieuw Archief 
voor Wiskunde, t. IV, p. 100-104 ; 1878). 

La définition habituelle de l'intégrale définie permet, lorsqu'on se donne 
la fonction à intégrer et les limites de l'intégrale, d'obtenir des valeurs 
approchées de l'intégrale définie, mais ce n'est que dans des cas très parti- 
culiers qu'elle fournit la valeur exacte de cette intégrale. Des exemples (* ) 
de pareils cas sont ici mis en évidence par Stieltjes, qui établit ainsi les 



(^1) Pour un autre exemple, on peut consulter Tannery, Introduction à la théorie des 
fonctions d^iine variable, p. 285. Dans son cours à la Faculté des Sciences de Toulouse, 

Stieltjes traitait l'exemple simple, consistant à déterminer / x^ cfx, en intercalant entre 

a et 6 des moyens formant constamment une progression géométrique. 



NOTICE SUR LES TRAVAUX SCIENTIFIQUES DE T.-J. STIELTJES. [7] 

formules de Raabe : 

(i) I iogr(w)flrw = iiog2 7r, 



(2) 



Jf [ogT{.v -h u) du =z\\og2T: -^ jc loQûc — X. 
Il 



Remarquant ensuite que la formule (2) entraîne la suivante 

(3) f W(x-i-u)du = \ogar, 

où l'on a posé 

il est ainsi amené à la considération d'une fonction W(x, p) définie, pour 
/? > G, a: > G, en posant 

^V(x, p) r= lim ; . . .— , ) 

et qui, pour p = i , se réduit à la fonction désignée précédemment par W(x). 
Stieltjes montre que la définition de l'intégrale définie conduit encore 
directement à la formule 

r* x^-p—i 

I W{x -i- u,p)du =1 (^>o,o</><i) 

qui, pour/? = i, doit être remplacée par la formule (3). 

3. Notiz liber eincn elementaren Algorithmus (Journal fiir die reine 
und angewandte Mathematik, t. LXXXIX, p. 3^3-344 ; i88g). 

Les propositions indiquées dans cette Note sont développées et com- 
plétées dans le Mémoire : Oi^er een algorithmus voor het meetkunding 
midden, que l'on trouvera plus loin (n*^ 8). 

4. Oi^er Lagrange's intei^polatie-foi-mule (\crs\iigcï\ en Mededeelingen 
der Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, 2* série, 
t. XVII, p. 239-254; 1882). 

La formule de Lagrange fait connaître, comme on sait, le polynôme 
entier F(a7), dont le degré est au plus n — i et qui, pour les n valeurs 
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particulières x = x,, ar^, . . .^x„j coïncide avec une fonction donnée /(r), 
sous la forme suivante 

p = l 
OÙ 

W(x) = (t — jt^) (a: — x^) . . .(jc -- jcn). 

M. Hermite a donné l'expression analytique de la différence /(a:) — V(x) 
sous forme d'intégrale définie; Téminent géomètre, se plaçant dans un cas 
plus général, envisage (*) un polynôme entier H (a;), de degré 

A- — I = a, -h a, -h ... H- of;, — I , 

satisfaisant aux conditions suivantes : 

H(^,)=/(j:,), ir(x,)=/'(jr,), .... Il^-»(.r,)=:/^-'(.r,), 



• • 



f 



où /(^) désigne toujours la fonction donnée, et parvient à deux représen- 
tations distinctes de la différence /(x) — H(x), Tune sous forme d'inté- 
grale curviligne, l'autre sous forme d'intégrale multiple; la série de Taylor 
et la formule d'interpolation de Lagrange sont ainsi rattachées à un même 
point de vue. 

Stieltjes remarque que, de même qu'on peut déduire de l'intégrale dé- 
finie qui représente le reste de la série de Taylor la forme du reste de La- 
grange, on peut de même déduire, de l'intégrale multiple introduite, 
comme il vient d'être dit, par M. Hermite, une forme de reste correspon- 
dante. Cette remarque faite, il se propose de parvenir à l'expression du 
reste en question sans avoir recours au Calcul intégral. 

Se plaçant d'abord dans le cas de la formule même d'interpolation de 
Lagrange, Stieltjes établit que l'on a 

(3) A.) = F(.) H- (^-a^.)(^-^.)-M.r-x,) _^„^.^^ 



(*) Ch. Hermite, Sur la formule d'interpolation de Lagrange {Journal fur die 
reine und angewandte Mathematik, t. LXXXIV, p. 70; 1878). 
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c'est-à-dire 
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/(■r) , /(x,) , /(x.) 



<f'(x) o'(x,) 9'(x,) 






i .2 . . . n 



/"(H), 



en posant 



o{z) = (Z'-j:){z — jOi){z — a:i)...{z — jrn). 



^ désigne un nombre compris entre la plus petite et la plus grande des 
quantités x, x,, x.^, . . ., x„ et la fonction f(z) est supposée admettre des 
dérivées f'{z)^ . . ., f"(z) pour toutes les valeurs de z comprises entre la 
plus petite et la plus grande des quantités x^ x,, X2j . . ., x^. 

La démonstration de la formule (3) repose sur le lemme suivant : 

Si G(z) est une fonction qui s^ annule pour les /^ 4- i valeurs dis- 
tinctes z = X, a;,, x^j ...yXn et qui admet des dérivées successives 
G'(z)j . . ., G"(c), cette dernière dériiée G"(^ s'annule pour une 
valeur z = ^j comprise entre le plus petit et le plus grand des nombres 

\ÂJ a *Â^ I • %Âj II a • • • a *^ ft * 

Si Ton suppose maintenant que la fonction /"(z) est continue pour la 
valeur particulière z=^X et si Ton fait tendre ic, x^, iCa, ..., iC;» vers X, 
oa voit (jue Ton a la définition suivante de la dérivée /i>«'™« de /(z) pour 

Y . 



/«(X) == i.2.3.../2xlim [44^ 



) . /(^i) 



) ?'(^i) 






Stieltjes montre ensuite la grande analogie de la formule (3) avec le 
théorème de Taylor, en introduisant la forme donnée par Newton du 
polynôme F(oo), Ceci le conduit à envisager le cas où plusieurs des quan- 
tités or,, oTj, ..., Xn tendent vers une même limite et Tamène au poly- 
nôme H(x) de M. Hermite, défini par les relations (2). Généralisant le 
lemme employé précédemment, il parvient à la formule 

où ^ est compris entre le plus petit et le plus grand des nombres x, x^J 
x^i . . . , j;„ et où /(x) est supposée avoir A* dérivées successives. 

Généralisant encore le résultant précédent, il établit enfin la formule 
suivante. Gardant pour /{x) et H(a?) la même définition, soient /i(oo) 

Fac. de T.— IX. [2] 
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une nouvelle fonction de x el H, (a?) la fonction analogue à H(x), qui lui 
correspond et qui serait définie par les relations (2) où l'on remplacerait 
/, H par /, , H| . On a alors 

où \ a toujours la même signification. 

Un supplément annexé au Mémoire précédent est consacré à la démon- 
stration de Texistence unique du polynôme H (a:), du degré k — i au plus, 
satisfaisant aux conditions (2). 

5. Eenige bemerkingen omtreni de diffcrentiaalquotientcn van cène 
funciie van eene veranderlijkc (Nieuw Archief voor Wiskunde, t. IX, 
p. 106-11 1; 1882). 

Si une fonction /(x*) est définie et admet une dérivée dans un intervalle 
comprenant deux nombres a, 6, on a 

Si a et 6 tendent vers une même limite X et si f {oc) est continue pour 
x- = X, on en déduit 

^ ' •' ^ ' b — a 

Stieltjes remarque que si a et 6 tendent vers leur limite X, de telle façon 
que X appartienne toujours à l'intervalle (a, 6), la formule (i) résulte sim- 
plement de l'existence de /'(X). 

Revenant ensuite à la formule 

établie dans le Mémoire précédent : Over Lagrange's inlerpolade for- 
mule^ en supposant que f'*{z) soit continue pour ;; = X, il montre qu'elle 
est encore vraie, lorsqu'on suppose simplement l'existence de /"(X), 
pourvu que X appartienne toujours à l'intervalle formé par la plus petite 
et par la plus grande des quantités x, x^, x^, . . . , x^» 
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6. Oi?er eenige thcoremas omirent oneindige reeksen (Nieuw Archief 
voor Wiskunde, t. IX, p. 98-106; 1882). 

Slieltjes, généralisant une proposition de M. Frobenius ('), énonce le 
théorème suivant : 

Si u est positif y les expressions 

I x«r " «^(l/-+-l) , I/(m -h l)(M-f- 2) , 1 

L I 1.2 1 .2.3 j 

et 

oii Sn varie avec n^ ont^ lorsque x tend en croissant vers i, la même li- 
mite que 

> 

n 

pour n croissant indéfiniment. 

Se plaçant d'abord dans le cas où s^ a une limite, lorsque n croît indé- 
liniment, Stieltjes établit la proposition suivante, qui comprend alors le 
tîiéorcme qu'il s'agit de démontrer : 

Soient «07 ^\ j ^21 • • • des nombres qui ne sont pas négatifs et supposons 
que la série 



soit convergente pour o < a: < i , mais soit divergente pour a; = i ; la série 
est également convergente pour o <:^ a; <[ i et le rapport 

lorsque x tend vers i en croissant constamment, a pour limite le nombre 
vers lequel tend 5„. 

Après avoir, comme application de ce qui précède, retrouvé des résultats 



(* ) G. Frobenius, Ueber die Leibnitzsche Reihe {Journal fiXr die reine und angewandte 
Mathematik, t. LXXXIX, p. 262-264; 1880). 
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établis parGauss et relatifs à la série hypergéométrique. Stielljes en indique 
une généralisation et revient ensuite à la démonstration du théorème 
énoncé en premier lieu, pour laquelle il lui suffit de suivre le raisonnement 
fait par M. Frobenius dans le cas particulier déjà cité. 

7. O^er de transformât le van de periodieke functie 

Ao-h A, COS9 -h B, sin9 -+- . . .-f- A„ cos^io 4- B^ sin/i9 

(Nieuw Archief voor Wiskunde, t. IX, p. 111-116; 1882). 

La décomposition en facteurs d'une expression de la forme précédentiî 
où les coefficients Ay^, B;^ sont réels a été considérée parHansen; Stieltjesse 
propose ici d'établir un ensemble concis de formules nécessaires pour cette 
réduction. 

8. Over een algorithmus voor het nieetkunding niidden (Nieuw 
Archief voor Wiskunde, t. IX, p. 198-21 1; 1882). 

Ce Mémoire, qui constitue le développement de la Note Notiz ûber einen 
clementaren Algorithmus (n^3), est consacré à l'étude du mode de calcul 
suivant, par lequel on déduit de A' nombres donnés a,, a^, ... a^? f^ nou- 
veaux nombres a\ , a!^, . . ., a^ dont le produit est égal au produit des /r pre- 
miers. Soient : 

M^ la moyenne arithmétique de a,, «3, . . ., aA; 

Ma la moyenne arithmétique de tous les produits formés avec deux de ces 

nombres; 
M3 la moyenne arithmétique de tous les produits formés de trois de ces 

nombres, etc. ; 

le dernier nombre ainsi formé est Ma= «, «2 • • -«aï soit de plus My = i; on 
a alors, pour définir les nombres a\, a!., . . ., a'^^ les formules 






^P ^ { P -- l J 2, Oy . . . , A), 



Stieltjes donne d'abord une démonstration de cette proposition connue 
que, si a,, «27 • • -5 ^A sont réels, l'expression 
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OÙ p peut prendre l'une des valeurs i , 2, . . ., A' — i, n'est jamais négative 
et s'annule seulement, soit lorsque tous les nombres a,, a^^ ..., «a sont 
égaux, soit lorsque k — p -i- i au moins de ces nombres sont nuls. 

Supposant ensuite que a,, a^, . . ., «a sont réels et tous positifs^ il établit 
que l'on a 

a\ rt j . . . a\. rz «1 ûfj . . . rtx-, 
«1 > «', > «i > . . . > «i > «A, 

o<a\ — rti< ^ («1 — ^a)> 

en désignant par «a et a, (aA<I ^1 ) les limites de l'intervalle qui comprend 
tous les nombres a,, «25 . . .? û^a. 

L'application répétée de l'opération par laquelle les nombres a', , a^ ? • • • ? ^a 
sont déduits de a,, «j? •••7 <^a conduit ainsi à des groupes successifs de 
k nombres positifs; les nombres d'un même groupe ont un produit inva- 
riable, ils se rapprochent indéfiniment les uns des autres et tendent par suite 
vers une limite commune égale à la moyenne géométrique àea^^a.^^ --j^k- 
Stieltjes démontre de plus que si l'on désigne les nombres du n^^"^^ groupe 
dérivé par 

les Âl — I difTérences 

qui tendent vers zéro, ont des rapports mutuels qui tendent vers l'unité 
lorsque n croît indéfiniment. 

Stieltjes termine en remarquant que si a,, a^, ..•? «a ont des valeurs 
complexes, il est facile d'indiquer des conditions dans lesquelles le procédé 
de calcul conduit à des nombres ayant une limite, mais il lui semble diffi- 
cile de conclure, dans le cas général, à l'existence de cette limite. Le cas 
de k = 2 est le seul qui ne présente pas de difficulté ; il conduit Stieltjes à 
une série rentrant dans celles, considérées d'abord(*)par]\IM.Weierstrass 
et Tannery, dont les termes sont des fonctions rationnelles d'une variable z 
et qui possèdent la propriété d'avoir pour valeur h- 1 ou — i, selon que la 
partie réelle de z est positive ou négative. 



(*) Voir Bulletin des Sciences mathématiques^ 2* série, t. V, I*"* Partie, p. 117, 181; 
avril 1881. 
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9. Over hel quadratische rcst-karakter van het gelai 2 (Nicuw Ar- 
chief voor Wiskunde, t. IX, p. iqS-iqS; 1882). 

Étude du caractère du nombre 2 comme résidu ou non résidu quadra- 
tique. 

10. Bijdrage lot de théorie derderde-envierde-machisresien{y^v'&' 
lajjen en Mededeelingen der Koninklijke Akademie van Wetenschappen 
te Amsterdam, 2* série, t. XVII, p. 338-4ï7; 1882). 

Une reproduction en français de ce Mémoire a paru ultérieurement et 
sera analysée plus loin (n® 15). 

1 1 . Sur un théorème de M. Tisserand (Comptes rendus de l'Académie 
des Sciences, t. XCV, p. 901-908, i3 novembre 1882). 

Celte Note, qui renferme une démonstration élégante et une générali- 
sation d'un théorème de M. Tisserand, est développée dans le Mémoire 
(n*^ 65) que Ton trouvera plus loin. 

12. Sur un théorème de M. Tisserand (Comptes rendus de T Académie 
des Sciences, t. XCV, p. io43-io44; 27 novembre 1882). 

Stieltjes généralise la formule donnée dans la Communication précé- 
dente en introduisant les fonctions sphériques, d'ordre /?, de M. Heine. 

13. Bewijs van de stelling^ dat een geheele rationale functie altijdy 
voor zekere reèle 0/ complexe waarden van de veranderlijke^ de waarde 
nul aanneemt (iNieuw^ Archief voor Wiskunde, t. IX, p. 196-197; 1882). 

Stieltjes indique ici une démonstration du théorème de d'Alembert qui 
présente une certaine analogie avec l'une des démonstrations de Gauss, 
mais en diffère essentiellement par la façon dont on termine le raisonne- 
ment. 

f{z) désignant un polynôme entier du degré n, soit 

les polynômes entiers u et i^ en x et y, a coefficients réels jouissent de 
cette propriété que, aussi grand que soit donné un nombre positif A, on 
peut déterminer un nombre positif R assez grand pour que, pour toutes les 
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valeurs de z = x -]- yi dont le module est supérieur ou égal à R, le module 
de w H- i^i soit plus grand que A. Sans s^arrêter à la démonstration de celte 
propriété, Stieltjes remarque qu^il s'agit d'établir Texistence de valeurs 
réelles de a: et ^ qui satisfont simultanément aux relations 



U zr O, r =: O, 



et que si de telles valeurs n'existaient pas, la fonction w = \og(u^ -h v'^) de 
X et y serait définie et continue pour toutes les valeurs de x et ^ ainsi que 
ses dérivées partielles de tous les ordres par rapport k x et y. 
Or, la fonction w satisfaisant à Téquation 

sa valeur en un point (xo, y^) est donnée par la formule 

^'^'(^o, yo)=— / i»'(j:-o-f-Rcos9, 7o4- R sincp)é/9; 

ceci conduit immédiatement à une contradiction puisque, d'après la propo- 
sition admise précédemment, on peut supposer R assez grand pour que 
w(a:^+ Rcosç, ^o + R sinç) soit, pour toutes les valeurs de ç, plus grand 
qu'un nombre choisi arbitrairement. 

14. Quelques considérations sur la fonction rationnelle entière 
d'une variable complexe (Archives néerlandaises des Sciences exactes et 
naturelles, t. XVIII, p. 1-21; i883). 

Dans la démonstration de Cauchy du théorème de d'Alembert, on 
établit que le module d'un polynôme entier f{z) n'admet pas de minimum 
différent de zéro et il est clair que le raisonnement employé prouve égale- 
ment la non-existence d'un maximum pour le module considéré. En 
d'autres termes, on peut énoncer la proposition suivante : étant donnés dans 
un plan n points fixes a,, a^, . . ., ««, et, en outre, un point variable 5, le 
produit des distances de >3 à a,, a^, ...,«« ne prend jamais une valeur 
maximum ou minimum, sauf lorsque le point z coïncide avec un des points 

Cette remarque faite, Stieltjes reprend la démonstration de la proposi- 
tion précédente sans s'occuper de sa relation avec la théorie des équations 
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algébriques. Il est conduit au résultat suivant : les points multiples des 
courbes pour lesquelles on a niod/(:;) = C, C prenant des valeurs con- 
stantes, coïncident avec les points dont les affixes sont les racines de 
f'{z) = o; c'est seulement pour des valeurs particulières de C, en nombre 
tout au plus égal à /2 — i , que la courbe niod/(:;) = C a de pareils points 
multiples. 

I^'allure des courbes 

mod/(:;) = C 

résulte aussi de ce qui précède; une telle courbe peut être considérée 
comme la limite du domaine où y(^) est moindre que C; ce domaine 
renferme, à son intérieur, au moins une des racines de f(z)== o; pour des 
valeurs suffisamment petites de G, il se compose de pièces continues entière- 
ment isolées les unes des autres, dont chacune renferme une des racines de 
f(^z) =. o, de sorte que la courbe mod f(z) = C consiste en courbes fermées 
(pii entourent ces racines. Si C croît, chacune des pièces continues précé- 
dentes s'étend et, au moment où C dépasse la plus petite des valeurs de 
mod/(;;) correspondant aux racines de f'(z)=^o qui n'annulent pas 
f(z)^ deux ou plusieurs pièces séparées du domaine mod/(:j)^G se 
réunissent; il en est de même pour chacune des racines de /'(z) = o qui 
n'annulent pas/(3), et, finalement, on arrive à une courbe fermée unique 
(pii entoure toutes les racines de f(z)= o. 

Après avoir appliqué ce qui précède à Texemple suivant 

Slielljes revient à la courbe 

mod/(c)=iC 

pour indiquer comment sont distribuées les racines de Técjuation 

où / est une quantité complexe dont le module est C. 

15. Contribuiion à la théorie des résidus cubiques et hiquadratiques 
(Archives néerlandaises des Sciences exactes et naturelles, t. XVIII, 
p. 3)8-43G; i883). 

La loi de réciprocité de Legendre est relative à deux nombres premiers 
impairs et, dans une théorie complète, le caractère du nombre 2, comme 
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résidu ou non-résidu quadratique d'un autre nombre premier impair, doit 
être déterminé séparément. Des remarques analogues se présentent dans 
la théorie des résidus biquadratiques et dans celle des résidus cubiques. 
D'autre part, les déterminations données par Eisenstein du caractère biqua- 
dratique de i -h i et du caractère cubique de i — p sont fondées sur la loi 
générale de réciprocité au contraire de la marche suivie par Gauss pour 
établir le caractère de i H- « qui, purement arithmétique, est aussi complè- 
tement indépendante de la loi générale de réciprocité. 

Les remarques précédentes, faites par Stieltjes, l'ont conduit à une mé- 
thode uni/orme permettant d'établir les théorèmes relatifs aux nombres 
premiers 2, i -h ï', i — p, et nécessaires pour compléter les lois de réci- 
procité. Le principe de cette méthode consiste à remplacer le nombre 
premier, dont il s'agit de déterminer le caractère, par un produit con- 
gruent de facteurs. On détermine alors le caractère de ces facteurs par des 
considérations tout à fait analogues à celles dont Gauss s'est servi dans les 
Articles 15-20 de son premier Mémoire sur la théorie des résidus biqua- 
dratiques. 

Comme conséquence des développements donnés à propos de la déter- 
mination du caractère biquadratique de i -h i, Stieltjes établit les théo- 
rèmes énoncés par Gauss, dans l'Article 28 de la Theoria residuorum 
biquadraticorum commentatio secunda^ et qui n'avaient jusque-là été 
démontrés que partiellement par Lebesgue (*). 

La fin du Mémoire (Art. 40) a trait à une congruence remarquable, 
donnée, pour la première fois, par Jacobi et dont la démonstration est 
ordinairement déduite de formules employées dans la théorie de la division 
du cercle; on trouvera une addition à ces dernières remarques dans le 
Mémoire : Over de quadratische ontbinding van priemgetallen van den 
vorm 3n -H I, cité plus loin (n° 25). 

16. Sur la théorie des résidus biquadratiques (Bulletin des Sciences 
mathématiques, 2* série, t. VII, p. 139-142; i883). 

Extrait du Mémoire précédent. 



(*) Lebesgue, Suite des recherches sur les nombres, p. 5i, 52, Remarque i** {Journal 
de Mathématiques pures et appliquées , t. IV; iSSg). 
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17. Sur le nombre des diviseurs d*un nombre entier (Comptes rendus 
de r Académie des Sciences, t. XGVI, p. 764-766; 19 mars i883). 

/(/i) désignant le nombre des diviseurs de /2, Stieltjes établit que 

lim ^^-^— ^ ^^-^—^ ^^ — ^ — log/l =— I — 2r'(i). 

n = • L '* J 

On trouvera, dans le même Tome des Comptes rendus y p. 1029 et suiv., 
une Note de M. E. Cesàro relative au théorème précédent. 

18. Sur l'évaluation approchée des intégrales (Comptes rendus de 
l'Académie des Sciences, t. XCVII, p. 740-742; i*' octobre i883). 

Soit f{x) une fonction qui reste constamment positive, quand la va- 
riable croît àe X = a jusqu'à a? = 6, et considérons l'intégrale 

(1) f /{x)F{œ)dx. 

M. Heine, dans son Traité des /onctions sphériques, a démontré que 
si F(x) est un polynôme G(x), du degré 2n — i au plus, la valeur de cette 
intégrale peut s'obtenir à l'aide de n valeurs spéciales convenablement 
choisies G(X|), G(a?2), . . . , G(xn)' Les valeurs it;,, arj, * • •? ^/i sont toutes 
différentes entre elles et s'obtiennent comme les racines d'une équation 
de degré /i, dont les coefficients dépendent rationnellement des 2/1 con- 
stantes 

Ci-= I ûc'/(a:)dx (/ = o, i, 2, . . ., 2« — i). 






La valeur de l'intégrale (1) se présente alors sous la forme 

A,G(jc,)-hA,G(j?,) -h. ..4- A;,G(^«). 

Stieltjes remarque que les coefficients A,, Ag, • . ., A„ sont tous positifs 
et en déduit une conséquence qui est précisée et étendue dans le Mémoire : 
Quelques recherches sur la théorie des quadratures dites mécaniques, 
que l'on trouvera plus loin (n° 31). 

19. Sur l'évaluation approchée des intégrales (Comptes rendus de 
l'Académie des Sciences, t. XCVII, p. 798-799; 8 octobre i883). 
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La remarque, faite dans la Note précédente, que les A;^ sont positifs 
conduit à d'autres conclusions. 
Si Ton considère l'expression 



a 



r f(z)dz _c^ ^c^ c^ 

J Z — X X J7* X^ 



x^j X2J . . .5 ^« sont les racines du polynôme, qui est le dénominateur de la 
réduite J" , ! d'ordre n de la fraction continue 

Stieltjes énonce, comme conséquences de ce que les A^ sont positifs, les 
résultats suivants : 

Les racines de l'équation P„(a7) = o séparent celles de l'équation 

Les racines de Q^^^ (x) = o séparent celles de Qn{^) = o et les quan- 
tités X,, Xa, X3, . . . sont toutes positives. 

oin-i est compris dans l'intervalle limité par la plus petite et par la plus 
grande des quantités a:,, arj, . . ., x^- 

20. Sur quelques théorèmes arithmétiques (Comptes rendus de l'Aca- 
démie des Sciences, t. XCVII, p. 889-892, 22 octobre i883). 

Cet extrait d'une lettre adressée à M. Hermite est relatif aux fonctions 
/(/i), F(n) exprimant le nombre des représentations de n par les formes 
x^ -hy^ et x^ -I- 2y^ et à la fonction <f{x) désignant la somme des diviseurs 
impairs de x. 

21. Sur la décomposition d^un nombre en cinq carrés ( Comptes ren- 
dus de l'Académie des Sciences, t. XCVII, p. 981-983, 5 novembre i883). 

Stieltjes indique une formule nouvelle pour le nombre des représen- 
tations d'un nombre N^ 5, mod. 8 en cinq carrés impairs et positifs. 

A cette Communication est adjointe une Note de M. Hermite, où se 
trouve énoncée, pour la décomposition en cinq carrés impairs et positifs, 
une proposition que donnent les formules de la théorie des fonctions ellip- 
tiques. 
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22. Sur un théorème de M. Liouville (Comptes rendus de T Aca- 
démie des Sciences, t. XCVII, p. i358; lo décembre i883). 

Énoncé de trois théorèmes nouveaux analogues au théorème de Liou- 
ville sur les nombres de classes de formes quadratiques. Ces théorèmes 
ont été obtenus à Taide de considérations arithmétiques et ont été ensuite 
vérifiés à l'aide de formules tirées de la théorie des fonctions elliptiques. 

23. Sur un théorème de M. Liouville (Comptes rendus de l'Aca- 
démie des Sciences, t. XCVII, p. i4ï5; 17 décembre i883). 

Après avoir montré comment la théorie des fonctions elliptiques con- 
duit au théorème de Liouville, rappelé dans la précédente Note, Stieltjes 
ajoute, aux théorèmes qui y sont énoncés, trois autres propositions ana- 
logues. 

24. Sur le nombre de décompositions d^un entier en cinq carrés 
(Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. XCVII, p. i545-i548; 
3i décembre i883). 

Soient 9(/ï) la somme des diviseurs impairs de ai, F(/i) le nombre total 
des décompositions de n en cinq carrés; si l'on pose 



A(/i) = (p(/i)4-2cp(/i--4)-i-2ç(/i — i6)H-29(/i — 36) 

B (/i) = 9(n — i) 4- 9(/i — 9) 4- 9(/i — 25) -^ 9(/i — 49) -h . . . , 

on a 

F(/i) = 24A(/i)-t- i6B(/i) (/i pair), 

F(/i)=: 8A(/i)-+-48B(/i) (/i impair). 

En utilisant la relation 

qui lui a été communiquée par M. Hermite, Stieltjes montre que l'on peut 
toujours exprimer les deux fonctions A(/i) et B(/i) l'une par l'autre; il 
indique ensuite des relations qui permettent d'exprimer B(4^) au moyen 
de B(/i) et qui ont leurs correspondantes pour la fonction F(/i). 

La Note se termine par l'énoncé de résultats d'induction qui se tra- 
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duisent par les formules 

B(/>')=^ -P'""^"^' , F(/>«) = io(/>'-/>-M), 

^f^^,^^PiP!^lA^±2l±l, F(/>*) = io[/>(;>«- !)(/>» + 1)4-1]. 

On pourra lire à ce propos une Note ultérieure de M. Hurwitz (* ). 

25. Oi>er de quadratische ontbinding van priemgetallen van den 
vorm 3n -f- î (Verslagen en Mededeelingen der KoninklijkeAka demie van 
Wetenschappen te Amsterdam, 2* série, t. XIX, p. io5-i 11; i884). 

Tout nombre premier p de la forme 3n -1- i jouit des prçpriétés expri- 
mées par les formules suivantes 

(i) /?=c«H-3e/S 

(2) 4/> = A*4-27B», 

où c, rf, A, B sont des entiers et chacune de ces deux décompositions n'est 
possible que d'une seule manière. 

Jacobi a indiqué, sans démonstration, que la valeur de A qui figure dans 
(2) est égale au reste qu'on obtient en divisant le nombre entier 

(/i-t-i)(/i-Ha)(n-i-3)...2/i 
I .2.3. . ./i 

par p et choisissant le reste compris entre p et H- -/>. 

La démonstration de cette propriété, qui est étroitement liée à l'étude 
de l'équation algébrique dont dépend la division de la circonférence en 
p parties égales, a été donnée par différents auteurs et notamment par 
Cauchy et Lebesgue; dans l'Article 40 du Mémoire : Contribution à la 
théorie des résidus cubiques et biquadratiques (n°' 10 et 15), Stieltjes, 
désignant par a -f- 6p un facteur primaire de p et par p une racine cubique 
primitive de l'unité, a établi la congruence 

, (« -4- l)(/l -h 2). . .2/1 , 

2 a — 6 = — -^ -^—= mod />, 

1 c^.O. . . /l 



(*) A. Hurwitz, Sur la décomposition des nombres en cinq carrés {Comptes rendus 
de V Académie des Sciences^ t. XCVÏIÏ, p. 5o4; 25 février 1884). 
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qui correspond au théorème de Jacobi; il se propose ici, comme addition, 
de déduire de cette cong^uence la détermination directe suivante de la 
racine c du carré simple figurant dans (i) : c est le reste, compris entre 

/7 et H- - /?, que Ton obtient dans la division de 

<B JE 

^n^X (/l-f-l)(/t-h2)...2/l 
1.2.3...^ 

par/?; de plus c — i est divisible par 3 . 

Stieltjes déduit de son résultat la congruence donnée, pour la détermi- 
nation de c, par M. Oltramare (*). 

26. Note sur le déplacement d'un système invariable dont un point est 
fixe (Archives néerlandaises des Sciences exactes et naturelles, t. XIX, 
p. 372-390; 1884). 

Le déplacement considéré se ramène toujours, comme on sait, à une 
rotation autour d'un axe passant par le point fixe. Les formules données 
par différents auteurs, et en particulier par Duhamel, pour déterminer la 
position de Taxe de rotation cessent de donner cette position dans un cas 
où elle est cependant parfaitement déterminée, savoir dans le cas où le 
déplacement se ramène, suivant une expression de M. Darboux, à un ren- 
versement, c'est-à-dire à une rotation d'un angle égal à 180®. C'est ce qui 
amène Stieltjes à revenir sur cette question et le conduit à des propositions 
intéressantes d'Algèbre, parmi lesquelles on peut citer un théorème que 
l'on trouvera énoncé de nouveau dans l'article Un théorème d'Algèbre 
(n« 39). 

27. Sur quelques applications arithmétiques de la théorie des fonc- 
tions elliptique^ (Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. XCVIII, 
p. 663; 17 mars 1884). 

Stieltjes énonce, à Tégard de la décomposition en 7 carrés, des résultats 
qui ne sont guère plus compliqués que dans le cas de la décomposition en 
5 carrés. La fin de la Note renferme l'énoncé d'un autre résultat auquel 



(*) G. Oltramare, Sur la transformation des formes linéaires des nombres premiers 
en formes quadratiques {Comptes rendus de r Académie des Sciences, t. LXXXVII, 
p. 73i; 1878). 
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conduit l'analyse des fonctions elliptiques et qui est relatif à la fonction 
F(n) de M. Kronecker. 

28. Sur le caractère du nombre 2 comme résidu ou non-résidu qua- 
dratique (Bulletin des Sciences mathématiques, 2* série, t. VIII, p. 173- 
176; 1884). 

Cette détermination du caractère du nombre 2 est devenue classique ( * ). 

29. Quelques remarques sur l'intégration d'aune équation différen- 
tielle (Astronomische Nachrichten, t. CIX, p. i45, 261, n^* 2602, 2609; 

i884). 

Stieltjes remarque que l'équation différentielle 



cil' 



n^x = i^xcost 



où n, p sont des constantes, étudiée par M. H. Bruns dans les n°' 2533, 
2553 du même Recueil, et par M. Callandreau dans le n** 2547, a été con- 
sidérée aussi par M. F. Lindemann (^). Il montre comment on peut 
déduire les conclusions de M. Bruns de l'analyse de M. Lindemann et 
revient sur le calcul d'une constante dont la détermination est la principale 
difficulté qu'on rencontre dans l'application numérique. 

30. Note sur le problème du plus court crépuscule (Astronomische 
Nachrichten, t. CX, p. 7, n«2617; 1884). 

Dans cette Note, Stieltjes remarque que la solution du problème ne 
devient guère plus compliquée en tenant compte de la réfraction et du dia- 
mètre du Soleil. 

31. Quelques recherches sur la théorie des quadratures dites méca- 
niques (Annales de l'École Normale supérieure, 3* série, t. I, p. 409-4^6; 
1884). 

Le but de ces recherches, qui ont été précédées de deux Notes Sur 



(1) Voir E. BoREL et J. Dracu, Introduction à l'étude de la théorie des nombres et de 
l'Algèbre supérieure, p. 85 et suivantes. 

(*) F. LiNDBMANN, Ueber die Differential gleichung der Functionen des elliptischen 
Cylinders {Mathematische Annalen, t. XXII, p. 117; i883). 
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dévaluation approchée des intégrales (n~ 18, 19), est d^xamioer si les 
formules d'approximation qui servent à calculer la valeur numérique d'une 
inlé^ale définie permettent d'atteindre une approximation indéfinie. 

I^ Traité des fonctions sphériques de M. Heine sert de base pour le com- 
mencement de l'exposition. 

Soity(ar) une fonction donnée qui n'est pas constamment nulle et qui 
ne devient pas négative, quand x prend les valeurs a, b et toutes les valeurs 

intermédiaires, et telle que / f(x)dx ait un sens. Si Ton cherche à déter- 

miner un polynôme V{x) d'un degré donné /i, et pour lequel le coefficient 
de x^ est égal à l'unité, par les conditions 



(I) 



/ f{x)V{x)x^dx = o (A: = o, 1,2, ..., /i— i). 



on obtient une solution unique qui sera désignée par P,(ar). 

On aura ainsi, pour /i=i, 2, 3, ..., des polynômes P,(a:), Pa(x), 

* i\*^/> • • •• 

La propriété principale de ces polynômes consiste en ce que l'on a 

/ /(a:)P„(:F)(ax'>-'-hPx'»-*-^...-f->.J: -+-fx)rfar = o, 

quelles que soient les constantes a, p, . . ., X, ui. 
On en déduit que l'on a 

f f{x)V^{x)?n{x)dx = o 

et que les racines de l'équation P„(a;) = o sont réelles, inégales et com- 
prises entre a et 6 en excluant les limites. 

Le polynôme Q(a7), du degré /i, le plus général qui satisfasse aux 
mômes conditions (i) que P(it?) ne se distingue de P»(a;) que par un fac- 
teur constant. 

Entre trois polynômes consécutifs P^,, Pn-n Pii-a> existe une relation de 
la forme 
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avec 

P,(a:)rz:(^-a,)P,(^)-X,. 

Les constantes a^^, X^ qui y figurent s'expriment par les formules élé- 
gantes 

f œV,{x)Vf,{x)f{x)dx 
(3) «,= — 



J ^k{^)^k{oo)f(x)dx 



a 



(4) X*:=-4 



f P*_,(;r)P*_,(x)/(ar)rfx 

en sorte que a;^ reste compris entre a et 6, tandis que Xa est toujours positif. 

Les relations (2) jointes à (3), (4) permettent de calculer de proche en 
proche tous les polynômes P,(a?), ^^{x)^ ... et elles montrent que les 
racines de Vf,^^{x) = o séparent celles de Pa(^) = o. 

Les résultats précédents s'appliquent immédiatement à la quadrature 
mécanique; soient a;,, Xj, ..., x^ les racines de Vn{x)=^o rangées par 
ordre de grandeur croissante et G(^) un polynôme entier en a?, du 
degré 2/2 — 1 au plus ; on a 

/ f{oo)G{x)dx=:KxG{x^) H- A,G(.r,) -H. . .-h A«ri(^«), 

OÙ les constantes A^ ne dépendent en aucune façon du polynôme G(.r) et 
sont déterminées par la formule 

Ces constantes A^ sont positives et vérifient les inégalités 

A|-f- A5-4- A3-+-. . .4- Aa > / f(x)dx (A:=:i,7.,3>»-M 'î — '>'0> 



ri 



f f{x)dx (A:=:i,2,3,...,/i — i), 

a 

Fac. de T. - IX. [4] 
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(jiii, à l'insu do Slicltjcs, avaient été déjà découvertes par M. Tchebychef. 
Co dernier les avaient publiées sans démonstration ( *) et un de ses élèves, 
M. MarkofT, en a donné une démonstration (/*) qui a été publiée très peu de 
temps avant le Mémoire de Stielljos (* ). 

Avant de poursuivre les considérations générales, Stieltjes considère le 
cas particulier de la quadrature de Gauss où Ton a /(/;) = r, a = — i, 
/; = 4- I, et où le polynôme l\i(^') ne diffère que par un facteur constant 
du polynôme X„ de Legendre; il arrive à cette conclusion que Tcxpression 

\, F(./-, ) ^ AiF(.rj) -»-...-+- A„ V{.r„) 

donne, avec une approximation indéfinie, la valeur de / V(j:)dxj en 

augmentant //, toutes les fois que F(^') est limitée et intégrable dans Pin- 
tervalle ( — i, -+- iV 

Celte conclusion, relative au cas spécial que Ton vient de considérer, 
repose sur ce que les connaissances acquises sur les polynômes de Legendre 
permettent d'affirmer que les racines ,r, , a,.., . . . , .v^ sont alors distribuées de 
façon que les quantités x, h- i , .v.^ — x,, . . ., x^, — x^,.,, i — x„ deviennent 

infiniment petites avec -• 

Peut-on, dans le cas général, énoncer des résultats analogues? 
La réponse donnée par Stieltjes est la suivante : dans le cas général, 
lorsque n augmente indéfiniment, les intégrales 

/*'* /•"'* /■••*« ,»*n ,•'' 

convergent toutes vers zéro, sans qu'on puisse dire la même chose des 
différences 

de plus les A;^ convergent vers zéro avec - • 



(M TciiEHYciiEF, Sur les valeurs limites des intégrales (Journal de Mathvmatiqucs 
pures et appliquées^ 2* série, l. \l\, p. ijj; 1871)- 

(') A. Markoff, Démonstration de certaines inégalités de M Tchebychef {Mat hema- 
iischc Annalen, l. X\IV, p. 172; 1884). 

(3) Voir plus luiu la \ote à l'occasion de la réclamation de M. Mnrkoff iw' 'M ). 
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Comme application du résultat précédent, Stieltjes prouve que si l'on 
assujettit la fonction f{x) à cette nouvelle condition^ qu'il n'existe pas un 
intervalle (a, p), compris dans l'intervalle (a, Z>), et tel que Ton ait 



P 



a 

l'expression 

A, F(x,) 4- A, F(j-j) -h. . . -h A„ F(j:„), 

relative à la fonction intégrable F(ier), donne, avec une approximation in- 
définie, la valeur de l'intégrale / /(x) F(x) dx. 

32. Sur un développement en fraction continue (Comptes rendus de 
l'Académie des Sciences, t. XCIX, p. 5o8-5o9, 22 septembre 1884.) 

Si A, F(x,) -h A2 F(x2) -h. . .-+- A;,F(a?;,) est l'expression approchée 

¥(^x)dx^ donnée par la quadrature de Gauss, et si l'on 

» • P . 

désigne par j^ la réduite d'ordre n de la fraction continue 

^ I . I 3.3 4-4 

1.3 5.7 7.9 

on sait que a;,, x^, . . ., x^ sont les racines de l'équation Q„ = o; et la dé- 
composition en fractions simples donne 

/ \ * /» Ai Aj \„ 



\ln ** — Xi Z — Xx -S — Xn 

Stieltjes remarque que si z a une valeur quelconque réelle ou imaginaire, 
non comprise dans l'intervalle (—1, -f- 1), il résulte des inégalités de 
M. Tchebychef (n° 31) qui deviennent ici 

— I <ar,<— I -+- Ai<.z-,<— I -h A,H-A,< JC3<...<— I + A,-f-...-+- A;,_,< j^„< I 

et de la définition même de l'intégrale définie que le second membre de (i) 

converge, lorsque n augmente indéfiniment, vers une limite déterminée, 

/•"*■* dx 
savoir l'intégrale (rectiligne) / -7-3^^ — 
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Ainsi, la fraction continue ù converge dans tout le plan, en exceptant la 
coupure rectiligne de — i à -h i et l'on voit facilement qu'elle converge 
uniformément dans le voisinage de toute valeur particulière appartenant à 
la région de convergence. 

Cette démonstration très simple du résultat connu a cela de remar- 
quable qu'elle présente la fraction continue comme une transformation 
identique de l'intégrale définie. C'est le désir de généraliser cette singulière 
réduction l'une à l'autre de deux expressions analytiques si différentes, une 
intégrale définie et une fraction continue, qui â conduit Stieltjes (*) à de 
nouvelles recherches inaugurées dans ses deux Notes publiées aux Comptes 
rendus de F Académie des Sciences des 25 mars et 24 juin 1889 (n°* 66 
et 67). 

Stieltjes termine sa Note en indiquant que la démonstration qu'il vient 
de donner est encore applicable à la fraction continue que l'on obtient 

pour l'intégrale / -^^ ^ dccj/(x) étant une fonction qui ne devient pas 

négative dans l'intervalle (a, b), 

33. Note sur la densité de la Terre (Bulletin astronomique, t. I, 
p. 465; 1884). 

Cette Note, provoquée par les recherches de M. Tisserand sur le même 
sujet, est consacrée à la démonstration d'une inégalité qui entraîne une 
limite inférieure pour la densité po au centre de îa Terre, en considérant 
cette dernière comme entièrement fluide et composée d'une infinité de 
couches ellipsoïdales homogènes de révolution. Cette inégalité, que l'on 
trouvera établie par une autre voie au tome II, p. 226, du Traité de Afe- 
canique céleste de M. Tisserand, est la suivante : 

Soient a le demi petit axe et p la densité correspondante d'une couche 
quelconque; prenons, comme unité de longueur, la valeur de a à la sur- 
face, désignons par 



-/' 



«-'0 



(^) Le lecteur pourra se reporter à la fin de la page 96 du Mémoire ; Recherches sur les 
fractions continues (n° 82). 
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la densité moyenne de la Terre et par X la fraction 



va 



da 






da 



Si po et p, désignent les densités de la Terre au centre et à la surface, 
on a l'inégalité suivante 

{po-p,)'(r-p,)'>(A-p.)s 

où nous posons, avec M. Tisserand, 



r ^=: -jy ^ 5 / pa>da. 



34. Quelques remarques sur la variation de la densité dans V inté- 
rieur de la Terre (Archives néerlandaises des Sciences exactes et natu- 
relles, t. XIX, p. 435-460; 1884). 

Ce Mémoire a été réimprimé en i885 et sera analysé plus loin (n° 38). 

35. Note sur quelques formules pour réévaluation de certaines inté- 
grales (Bulletin astronomique, t. I, p. 568; i884). 

Cette Note renferme l'indication de formules relatives au calcul ap- 
proché des intégrales définies prises sous les formes suivantes : 



-l-l j-f X •»-»-» x»-»-l 



et 

36. Sur une généralisation de la théorie des quadratures méca- 
niques (Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. XCIX, p. 85o; 
17 novembre 1884). 

Soit /(^) une fonction qui ne devient pas négative dans l'intervalle de 
zéro à l'unité, et soient X,, X^, . . ., X;, des nombres positifs inégaux donnés; 
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lorsque n est pair, égal à 2m, le système des im équations 

(/r = I, 2, 3, . . ., 2/w) 

admet une solution par des nombres positifs A,, A^, . . ., A,„ et des valeurs 
de x,, jTj, . . .,x-;„ qui sont positives, inégales et inférieures à Tunité. Cette 
solution est unique, en faisant abstraction des permutations que Ton peut 
effectuer simultanément sur les quantités A,, A2, . . ., A,„ et .r,, x^, . . ., x^. 
De même, lorsque w = 2/// -+- i, le système des équations 

(2) Qk — A,.r^* -h A, y;» 4- ... 4- A,;,.ri} -h A,„ ^-i (A' = 1, a,3, . . . .a//i -+- 1) 

admet une solution unique, »r,, x^^ . . .^x^ étant positifs, inégaux et infé- 
rieurs à Tunité, A,, A^, . . ., A,;,, A,„^, étant positifs. 

Lorsque n est pair et qu'on prend Xyi = A* — r , on se trouve dans le cas 
des quadratures mécaniques. 

Stieltjes conclut que Ton a 



A, -h Aj-H. . .4- A 



A,-f- A,4-. . .4- A,„^,*4 / f(x)d,r, 

d'une interprétation mécanique des formules (1), (2), que Ton retrouvera 
dans le Mémoire : Recherches sur les fractions continues (n° 82). 

37. Note à l* occasion de la réclamation de M, Markojf (Annales de 
TEcole Normale supérieure, 'i* série, l. H, p. i83-i8/i; i885). 

Stieltjes se plaît à reconnaître que M. Markoff a, le premier, publié une 
démonstration des inégalités de M. Tchcbychcf, et il profite de l'occasion 
pour présenter quelques remarques et pour indiquer des propriétés nou- 
velles des coefficients A^^ exprimées par les inégalités 

A? ' ' f a;' * • 4- ... 4- X'I " < A'; -f- Aï -i . . . t A^ 

Aï* 'h- A^* 'h-... 4- \r'> yi-^ K^-"-- ^!f M 

où, pour expliquer la dépendance de A,, A^, . . ., A^ vis-à-vis du nombre 
entier n, on a maintenant désigné ces nombres par A'^, A", . . ., A''. 
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38. Quelques remarques sur la variation de la densité dans V inté- 
rieur de la Terre (Versiagen en Mededcelingen der Koninklijke Aka- 
demie van Wetenschappen te Amsterdam, 3® série, t. I, 272-297; i885). 

Ce travail, publié déjà en 1884 dans un autre Recueil (n® 34), et qui 
fait suite à la Note sur la densité de la Terre (n** 33), a un rapport intime 
avec les inégalités de M. Tchebychef établies dans le Mémoire : Quelques 
recherches sur la théorie des quadratures dites mécaniques (n® 31), et 
avec certaines recherches presque simultanées de M. Markoff publiées en 
russe (*). 

Stieltjes examine ici la question de savoir si les données d'observation 
permettent d'enfermer les variations possibles de la densité à l'intérieur de 
la Terre dans des limites déterminées (*). 

Conservons les notations de la Note sur la densité de la Terre (n** 33); 
Stieltjes supposant que l'on connaisse les deux intégrales 



/p a* doy I pa^ da. 



ainsi que la valeur de la densité p à la surface, se propose de limiter, autant 
que possible, la marche de la fonction inconnue p de a; il examine succes- 
sivement les deux hypothèses suivantes : 

i*^ La densité va continuellement en croissant de la surface jusqu'au 
centre de la Terre; 

2° La densité va continuellement en croissant de la surface jusqu'au 
centre, mais la rapidité de cet accroissement va en diminuant de la sur- 
face jusqu'au centre. 

Pour chacune de ces hypothèses, Stieltjes détermine les limites entre 
lesquelles est comprise la densité correspondant à une valeur déterminée, 
mais arbitraire, de a; il est digne de remarque que son analyse repose à 
peu près uniquement sur la proposition suivante : 

Lorsqu'on vérifie les deux relations 

f Jc^H{x)dx = A, f a:'^n(a:)dx = By 

(1) Ces recherches ont été publiées plus tard en français : A. Markoff, Sur une question 
de maximum et de minimum proposée par M. Tchebychef (Acta Mathematica, t. IX, 
p. 57; 1886). 

(*) On trouvera dans le Traité de Mécanique céleste de M. Tisserand (t. II, p. 227 cl 
suivantes) une démonstration, due à M. Radau, de quelques-uns des résultats de Stieltjes. 
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OÙ A et B sont deux nombres donnés, en y remplaçant successivement 
H(x) par deux fonctions F(x), G(u:), la différence F(x) — G(x), si elle 
nVst pas identiquement nulle, change au moins deux fois de signe dans 
rintervalle de zéro à l'unité. 

La iin du Mémoire est consacrée à la mise en nombres des résultats ob- 
tenus et à une discussion des hypothèses proposées par Legendre, Roche 
et M. Lipschitz pour la constitution intérieure de la Terre. 

31). Un théorème d\Ugèhro (Acla Mathomatica, l. VI, p. 3i9-32o; 

i885). 

Dans la jVo/c sur le déplacement d\in système im^iriable dont un 
point est fixe (n® 26>, Stieltjes a rencontré le théorème suivant : 
Soient 



a 


b 


c 




A 


It 


C 


1 
a 


// 


1 

c 


el 


V 


H 


c: 


a 


b" 


c" 


1 
1 


v 


1» 


c: 



les déterminants, égaux à - 
déterminant 

A - a 
A' î il' 
A -T- ti 



I, de deux substitutions orthogonales; le 



H \-b C -+- c 
\V -^ // c .^ ,. 



jouit de cette propriété que, lorsqu'il s'annule, il en est de même de tous 
ses mineurs du premier ordre. 

Ce théorème, qui trouve sa signitication géométrique dans la considéra- 
tion d'un déplacement se ramenant à une rotation de i8o'' autour d'un 
certain axe, est encore vrai dans le cas de déterminants à deux lignes et 
deux colonnes. 

Stieltjes, en terminant, demande s'il est possible de l'étendre à un 
nombre ({uelconque de variables. 

I^a réponse à celte ipiestion a été donnée par M. Netto cpii est revenu à 
deux reprises différentes sur le sujet (^ * "). 



(ME. Nktto, Ueber orth<\i:onatv Substitutionrn {Actti Mat/te m a tien, I. I\, p. jii^-.îoo; 
1887). — Zur Théorie der orthofronatvn ih'it'rmînantt'n (.lr/<i ytiithcfntittCii. i. M\. 
p. io5-ii.iî i8c)5). 
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40. Sur certains polynômes qui vérifient une équation différentielle 
linéaire du second ordre et sur la théorie des fonctions de Lamé (Acta 
Mathematica, t. VI, p. 821-326; i885). 

M. Klein avait complété et étendu (*) certaines propositions de Liou- 
ville relatives aux fonctions de Lamé. Dans le travail actuel, Stieltjes donne 
du théorème de M. Klein une autre démonstration qui joint à l'avantage 
de la simplicité celui de s'appliquer à une classe plus générale de poly- 
nômes; elle se relie à la proposition suivante de M. Heine (*): Soient A 
et B deux polynômes donnés en x^ le premier du degré /? -4- i , le second 
du degré j9 au plus, ces polynômes étant d'ailleurs tout à fait généraux et 
n'étant assujettis à aucune condition; considérons l'équation différentielle 

OÙ C est un polynôme en x du degré /? — i au plus; il existe toujours des 
déterminations particulières du polynôme C, telles que l'équation (i) 
admette comme intégrale un polynôme en x du degré n\ le nombre de ces 
déterminations et des polynômes correspondants y s'élève à (n.p)^ en 

posant 

(/i. 1)1=1, 

_ (n H- i)(w 4- a). . .(/i 4-/> — 



(n.p) 



I .2.3. , ,(p — l) 



A ce théorème, qui constitue le fondement principal de la théorie géné- 
rale des fonctions de Lamé qu'on doit à M. Heine, Stieltjes ajoute le sui- 
vant : 

Lorsque les racines a^j ^n ^2? • • •? ^p de l'équation A = o sont réelles 
et inégales et qu'en posant 

A a: — flo X — «i a: — ai» 

les quantités a©, a,, . . ., a^ sont positives, alors les (n.p) déterminations 



(*) F. Klein, Ueber Lamé*sche Functionen {Mathematische Annaten^ t. XVIII, 
p. 237; 1881). 
(*) Heine, Traité des fonctions sphériqaes, 2* édition, t. I, p. 47a et suivantes. 

Foc. de T, — IX. [5] 
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'lu polyriornr; il Koril touU^s milles ainsi que les polynômes correspondants 
y fUî fh'.frvi' n. Un lel [Kilynorncy a ses racines réelles, inégales et distri- 
lifi/'frH Hans \i'S p intervalles des racines de A =^ o; de plus, il est caractérisé 
par la dislribution de Kr*s n racines dans ces/; intervalles. 

l/a[ipliration du théorème |)récédent aux fonctions de Lamé conduit 
irnmédiatemenl au théorème de M. K. Klein. 

11. Sur f/uelf/Uf'H llu'ort'tnf'H (VAb^îthve (Comptes rendus de TAca- 
démie des Sciences, t. (^, p. 4 ^y-Vl"} ï^> février i885). 

liVxpression 

('-ç'î)0-5;)...(' -Sî)n(çA-£/)' (A-,/z=i,a. ..., /i) 

''Ht niaxima lorscpron prend pour ^,, \,^^ • • -t ^/i les racines du polynôme X^ 
dï* Ii(?}(endre. 

De niéni<* les racines du polynôme 

U;,=:.r'»— I . .r"-* I 1 .3 .. -, - - - — jr«-* — . . ., 

I . a \ ,'x,SJ\ 



défini par la condition 



/ 



s- ëb .1 * 



font ae(piérir un maximum à Texpression 

^(c,--£,)^ 

l'inlin, parmi (ouïes les équations du d(*^ré //, donl les racines sont 
irrl\rnr\ ronq)ris«'s daus Tintervalh* (— i, i i), celle qui a sou discrimi- 
nant maximum rst V,^ o, m posaul 

o 

\2. Stfr 1rs /in/ynomrs dr Javohi ((]ouq)tes remius <le T Académie des 
Srienrrrt, I. (I, p. Trjio <)V.7. ; a mars iKH:*)). 

l/équati(Ui 

l''( //, // I a ♦ p I, j(. .i) o 
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peut se mettre sous la forme 

Xzzzx'* J7'»-'H ^^ —^ ' ^«-» — ...= 0, 

I .C I .2.C(C — l) 



OÙ 



a = a -h n — i, c =: a -f- 13 -f- 2 /i — 2. 



Après avoir donné des expressions remarauables des termes de la suite 
de Sturm relative au polynôme X et indiqué que l'équation X = o ne peut 
avoir d'autres racines multiples que o et i , Stieltjes termine par Ténoncé 
de la proposition suivante : 

Lorsque a et ^ sont positifs, les racines de X = o sont comprises dans 
l'intervalle (o, i) et font acquérir un maximum à l'expression 

(?.?«. ..^.)*[(i-?i)(i-?0...(i-?«)]Pn(Ç,~?,)« (r,5= 1,2, . ..,/!). 

43. Sur une généralisation de la série de Lagrange (Annales de 
l'École Normale supérieure, 3' série, t. II, p. 93-98; i885). 

Stieltjes établit que la généralisation de la série de Lagrange, donnée 
pour la première fois par M. Darboux (*), dans le cas de deux variables, 
peut être étendue au cas d'un nombre quelconque de variables. 

44. Sur Vintégrale / -, ^^ (Bulletin des Sciences mathéma- 






tiques, 2* série, t. IX, p. 3o6-3i i; i885). 

Stieltjes se propose d'obtenir le développement de cette intégrale (^) 
suivant les puissances descendantes de a, développement qui peut servir 
utilement pour le calcul numérique dans le cas où le nombre positif a est 
très grand et que b ne l'est pas; il obtient la formule suivante 




^^ 00 



-'dx ^Vo(6) ■ ^'^^^ • ^'^^^ ■ ■ ^— (*> ■ ^» 



(-f) 



a^b ov / a o* "* a« a'* 



( * ) G. Darboux, Sur la série de Laplace ( Comptes rendus de V Académie des Sciences, 
t. LXVIIÏ, p. 324; 1869). 

(<) Au sujet de l'origine de cette intégrale, on pourra lire, par exemple, à?ji%\Q Bulletin 
astronomique (t. II, p. 578 et suivantes), l'analyse, faite par M. Radau, d'un Mémoire de 
M. Schols. 
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dans laquelle les polynômes Vo(6), V,(6), V2(6), ... se calculent de 
proche en proche par les relations 

Vo(^') = i, 
V,(6)=-i[(^.+ i)V,(6)], 



où le symbole [/(b)\ désigne le résultat obtenu en ordonnant /(b) suivant 
les puissances de b et en remplaçant &* par 

2 2.2 2.2.2 



Quant au reste -^> il est déterminé au moyen du polynôme V„_, (b) par 



a' 

la formule 

{.r — b — n -}- i) V„_, (^ — x)e-^djc 



R« = 




(-?) 



a-»- 6-»-/» 



45. Sur une /onction uni/orme (Comptes rendus de TAcadémie des 
Sciences, t. CI, p. i53-i54; i3 juillet i885). 

Cette Note est consacrée à Tétude des racines imaginaires de l'équation 
^{z) = o, dont le premier membre est défini pour les valeurs de :: dont la 
partie réelle surpasse l'unité par la série 



r r r 

2* 6" 4" 



Stieltjes, après avoir démontré que la série d'Euler 



I I I I I I 



Ç(5) 2= 3- 5= 6^ 7- ïo* '*' 

est convergente et définit une fonction analytique tant que la partie réelle 
de z surpasse ^, en déduit que toutes les racines imaginaires de Ç(z) = o 
sont, conformément aux prévisions de Riemann, de la forme ^-i- a/, a étant 
réel. 

On trouvera dans le même Tome des Comptes rendus, p. 1 12-r i5, une 
Note de M. Hermite au sujet de la Communication précédente de Stieltjes. 
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46. Sur une loi asymptotique dans la théorie des nombres (Comptes 
rendus de rAcadémie des Sciences, l. CI, p. 368-370 ; 3 août i885). 

Le théorème énoncé dans la précédente Note (n® 45), savoir que la série 

I I I I 

est convergente pour ^ > ^, conduit Stieltjes à une conséquence importante 
relative à la fonction 0(x) considérée par M. Tchebychef et qui représente 
la somme des logarithmes des nombres premiers qui ne surpassent pas x. 
En posant 

e(/i) -+- e(/i^) -I- e(/i») H-. . .= /i 4- A„/iS 

on trouve 

lim Art = o pour /i =: oo, 5 > |. 
On a aussi 

e(/i)=i=/i-4-B„«* 
où 

ImiBrt=o pour n=zaOf ^>f» 

On en déduit ce résultat que, quelque petit que soit un nombre positifs, 
le nombre des nombres premiers compris entre 

n et (i-i-A)/i 

finit toujours par croître, au delà de toute limite, quand n croit indéfini- 
ment. 

Stieltjes utilise ici des propriétés de séries de la forme 2"^^ ^^ * ^^'' 

positif, sur lesquelles on trouvera également des indications dans la Note 
sur la multiplication de deux se ries , analysée plus loin (n^ 55). 

47. Sur quelques formules qui se rapportent à la théorie des fonc- 
tions elliptiques ( Verslagen en Mededeelingen der Koninklijke Akademie 
van Wetenschappen te Amsterdam, 3* série,^ t. II, p. ioi-io4; i886). 

Les formules en question se déduisent des propriétés fondamentales de 
la fonction et de formules données par Gauss. 

Soit D un nombre entier positif ou négatif qui n'est divisible par aucun 
carré, hors Tunité; à l'égard de ce nombre D, Stieltjes distingue quatre 
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cas; il nous suffira, pour indiquer le caractère des formules écrites ici, de 
transcrire celles qui se rapportent au premier cas 



D>o, D = 2, 3mod4< 
Posons 



OÙ fn désigne les nombres impairs 1.3.5.7. . . et où ( — ] est le symbole de 

Legendre généralisé par Jacobi, avec la convention ordinaire que ( — j = o, 

lorsque D et m ne sont pas premiers entre eux. 
Cette fonction F(x) jouit des propriétés suivantes 



a)=^ 



F(x), 



F(x-+-l)/) = e * ¥(x). 



48. Sur quelques intégrales définies (Verslagen en Mededeelingen 
der Koninklijke Akadcmie van Wetenschappen te Amsterdam, 3* série, 
t. II, p. 210-216; 1886). 

Stieltjes remarque qu'on doit regarder la formule de Legendre 



JÇ ^\umœ , I 
A 



sin/72j? , I e'"-+- 1 I 

-T-— ax •=. -7 



comme le cas le plus simple de toute une série de formules qui présentent 
un caractère éminemment arithmétique; il se borne à indiquer les deux 
exemples suivants comme devant faire connaître suffisamment le caractère 
des formules nouvelles. 

Soit p un nombre entier positif impair (p>i) sans diviseur carré, 
et posons 

1 

( ^ ) étant, comme dans la Communication précédente (n® 47), le symbole 
41 Logendre généralisé par Jacobi. 
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Si l'on suppose j9^i mod4, on a 






Si l'on suppose, au contraire, p^3 mod4) on a 

Ces résultats se déduisent des deux développements en série, corres- 
pondant aux hypothèses précédentes faites sur /?, de l'expression -^-- — ^; 
ces développements s'expriment au moyen de la fonction 

Stieltjes, s'attachant ensuite à cette fonction ^{s) et après avoir rappelé 
qu'elle est holomorphe dans tout le plan, établit, par un raisonnement qui 
lui est propre, la relation remarquable, découverte par M. Hurwitz, entre 
9(5) et (p(i — 5); il remarque également que les formules données dans sa 
Communication précédente (n° 47) permettent d'établir d'une manière 
beaucoup plus simple encore cette relation entre ^{s) et 9(1 — 5); il ter- 
mine en examinant d'un peu plus près les développements donnés précé- 

demment pour -^ — ^ et il retrouve, en particulier, une formule qui 

s'était présentée déjà à Dirichlet dans ses recherches sur la détermination 
du nombre des classes de formes quadratiques à deux indéterminées. 

49. Sur le nombre des pâles à la surface d'un corps magnétique 
(Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. Cil, p. 8o5; 5 avril 1886). 

Généralisation de résultats obtenus par Betti et par M. Reech. Lorsque 
la surface fermée, qui limite le corps magnétique, est 2^ -h i fois connexe, 
le nombre des pôles neutres, diminué du nombre des autres pôles, est égal 
à 2^ — 2; comme il y a toujours au moins un pôle boréal et un pôle 
austral, il s'ensuit que le nombre des pôles neutres est au moins égal 
à ik. 
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50. Recherches sur quelques séries semi-convergentes. Thèse de doc- 
torat (Annales de l'Ecole Normale supérieure, 3*^ série, t. III, p. 2oi-258; 
1886). 

L'objet de ce Travail est l'étude de quelques développements de la 
forme 

^ . V »^ / V ''ï| 'W* ^^^ 

(A) F(«)=:m.+ -^ + -^ + -'+..., 

que l'on ne pourrait continuer indéfiniment s'il s'agissait d'un calcul nu- 
mérique, la série étant divergente. Un tel développement a un sens précis 
pourvu que l'on regarde la formule (A) comme une manière symbolique 

d'exprimer que, pour a = 00 : 

liinF(«) = //lo, 

lima [F(a) — /«q] = w,, 



\\ma}\v{a)-m^- ^*1 = 



m 



St 



Stieltjes distingue, parmi les développements précédents, les séries de 
première espèce, pour lesquelles le signe des coefficients m^^ m,, /Wj, ... 
est alternativement positif et négatif, et les séries de seconde espèce pour 
lesquelles les coefficients ont le même signe. 

Ce sont surtout ces dernières qui sont envisagées ici; Stieltjes considère 
que, si l'on veut se servir de la formule (A) pour évaluer F(a), le vrai 
problème à résoudre, dans le cas où la série est de seconde espèce, est la 
détermination du rang du reste R;, qui, pour la première fois, a changé 
de signe. Le logarithme intégral lui fournit le premier exemple d'une série 

de seconde espèce; il considère ensuite les transcendantes / i^^j 

1 -^du qui donnent aussi des séries de seconde espèce. La consi- 
dération de logr(a/) le conduit encore à une telle série et le résultat, 
auquel il parvient, permet de se faire une idée nette de la manière dont se 

comporte la fonction holomorphe 1^7-77» lorsque la variable z décrit l'axe 

des y. Il considère ensuite les deux intégrales J(a), K(a) de l'équation 
différentielle 

d}z \ dz 

t/a* a da ^ ' 
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elles donnent lieu à des séries de première espèce et conduisent, dans le 
cas où Targument est de la forme ai, à deux séries rencontrées par Rie- 
mann ; Tune de ces séries est de première espèce ; l'autre, donnée par J(«/), 
est de seconde espèce et, dans ce cas, la résolution approchée de l'équa- 
tion R,, = o présente d'assez grandes difficultés. 

Le Mémoire se termine par Tétude d'un cas intéressant donné par 
M. Schlômilch, celui de la série de seconde espèce qui peut servir au calcul 
de la fonction 

I e" — 1 

Stieltjes obtient encore, dans ce cas, la solution approchée de l'équation 
transcendante R„ ~ o. 

51. Noie sur le développement de V intégrale f e^*d.v (Acta Mathe- 

matica, t. IX, p. 167-176; 1886). 

Cette Note, qui se rattache au Mémoire précédent (n^50), est consacrée 
à Tétude, faite toujours au même point de vue, du développement 

/ V n* i \ ' * > -3 1.3.5 

(') c" ?(«)= ^- 7— 3 -+- ô-^ -^ — â-f -^- • •' 



OU 






La série considérée est divergente; mais la formule (i) a un sens précis, 
pourvu qu'on la regarde comme une manière symbolique d'exprimer (jue, 
pour a = oo, on a 






Um a' [.-<•>(«) -^]z=^ 



L'étude du développement (i) et de l'utilité qu'il présente pour le calcul 
de l'intégrale / e^^dx est faite en utilisant la notion de Caucliy de la 
valeur principale d'une intégrale définie portant sur une fonction qui de- 

Fac. de T. — IX. [6] 
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viiîiil infinie entre les limites d'intégration. Stieltjes ajoute que, dans cette 
occasion, il lui semble qu'on pourrait difficilement atteindre le but d'une 
autre manière et il pense avoir ainsi montre l'utilité et même la nécessité 
<\r Tiritroduction de la conception de Cauchy. 

52. Sur Iffs .séries qui procèdent suii^ant les puissances d'une variable 
(Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. CIII, p. 1 243-1246; 
'^o déccîinbre 188O). 

Si l'on considère la fonction /(x) _= Va„x", représentée entre x = o 

c»t ./• - I [)ar une série (jue Ton sait être convergente pour x = i y on doit 
prendre, comme définition de /'(i) : 

Sli(îltjes montre (|ue /"'(i) n'existe pas nécessairement en considérant la 
fonction particulière suivante 

rt il pos(î (Misuite la ((uestion suivante : 

Su|)p<)sons (pi(» /'(O existe et ait une valeur finie, peut-on en conclure 

lim/'(x)-. /'(!)? . 
La ré|H)ns(» est affirmative lorsque la série ^^ 5;,, où ,9a — V û;,, est con- 

I k 

vcMg('nt<», ainsi (pfil résulte d'une proposition de M. Frobenius dont il a été 
déjà (pi(»sti()n dans h» Travail Oivv reniée theorrma's omirent oneindige 
rrrixsrn (n" (5). 

5:1. Sur tes racines de rêquation \„ — o (Acta Mathematica, t. IX, 
|). ISI-Vx); 1887). 

Slielljes retrouve les limitations obtenues par MM. Bruns (*) et 
Markoiï(^0 poin* b*î^ racines de Técpialion X„— o; sa démonstration est 



(' ) II. liiii NS, Zur Théorie tier Ku^'^cf/unctioncn (Journal /tir die reine und an^'e- 
wanilte Mathenuttik, l. Xl.. p. !{ ». > : 1881). 

(M A. M.\RKOKF« Sur fes racines de certaines é</uations (Mathematische Anna/en. 
I. WVII, p. 177; i88r>). 
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fondée sur le théorème d'Algèbre suivant qu'il montre ensuite comme 
étroitement lié à une question qui se présente dans le problème de la distri- 
bution d'électricité sur un système de conducteurs. 
Soit 



m m 



X =: ^ ^ ai/c^i-^k 



1 1 



une forme quadratique positive dans laquelle les coefficients atff{i^k) sont 
tous négatifs ou nuls. Si Ç,, Çj? •••? 5m sont des quantités toutes positives 
ou nulles, aucune des valeurs de x,, o?.^, . . ., x,„j tirées des équations 

i d\ ^ , . « . 

- ;r— =ç/ (« = I, 2, 3, . . ., m), 

ne peut être négative, et si les quantités Ç,- sont toutes positives, il en est de 
même des Xi. De plus, aucun des mineurs D,;t du déterminant D de X ne 
peut être négatif. 

54. Exemple d'une fonction qui n'existe qu'à l'intérieur d'un cercle 
(Bulletin des Sciences mathématiques, 2* série, t. XI, p. 4^-5 1; 1887). 

Considérons une suite infinie de quantités a,, a.^, ..., a„, ..., dont le 
module est égal à l'unité et choisies de la façon suivante. Soit C la circon- 
férence de rayon i ayant l'origine pour centre et sur laquelle se trouvent 
les points P,, P2, ..., P;,, ... qui représentent les quantités a,, «27 •••? 
a„, . . .; prenons a,, a^ de manière que P<, P^ se trouvent aux extrémités 
d'un diamètre de C; choisissons ensuite «3, a^ de manière que la circonfé- 
rence C se trouve divisée en quatre parties égales par les points P,, P^, 
P5, P4, et généralement, pour k = i""', prenons 

de manière que la circonférence C se trouve divisée en 2k parties égales 
par les points P|, P^, . . ., Pj^. 

Cela posé, la fonction considérée par Stieltjes est définie par la série 

ae 

1 
qui est convergente lorsque le module de z est inférieur à i; quel que soit 
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vient infinie entre les limites d'intégration. Stieltjes ajoute que, dans celle 
occasion, il lui semble qu'on pourrait difficilement atteindre le but d'une 
autre manière et il pense avoir ainsi montré l'utilité et même la nécessité 
de l'introduction de la conception de Cauchy. 

52. Sur les séries qui procèdent suivant les puissances d'une variabltf 
(Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. CIII, p. 12/43-1246; 
20 décembre 1886). 

Si l'on considère la fonction /(x) --\anOo"j représentée entre x = 

et X = I par une série que l'on sait être convergente pour x = î j on dail 
prendre, comme définition de /'(O • 

Stieltjes montre que /'(O n'existe pas nécessairement en considérant 
fonction particulière suivante 

et il pose ensuite la question suivante : 

Supposons que /'(O existe et ait une valeur finie, peut-on en cor 

que 

Uin/'(x)-/'(i)1 . 



J =:I 



La réponse est affirmative lorsque la série V^;,, où 5^= ^dm} • 

vergente, ainsi qu'il résulte d'une proposition de M. Frobenius don' 
déjà question dans le Travail Oirr rrnige (heorema's omirent û^ 
rceksen (n** 6). 

53. Sur les racines de Vèquation X,, r. o (Acta Mathenriat 
p. 38W400; 1887). 

Stieltjes retrouve les limitations obtenues par MM, V 
Markoff (*) pour les racines de Téqualion X^, = o; sa démoi. 



(') H. Brlns, Zur Théorie dcr Kugelfunctioncn {Journal fur die 
Kvandte Mathcmatik, t. \G, p. 3>.>. ; 1881). 

(*) A. Markoff, Sur les racines de certaines é(/uations {Mathern 
I. XXVH, p. 177; i88r)). 
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doivent, dans la Table donnée par Legcndre avec i6 décimales, recevoir 
une correction de la dernière (seizième) décimale. 

Stieltjes a mis à profit ses résultats pour calculer la constante eulérienne 
dont il a obtenu la valeur avec 33 décimales. 

57. Sur les maxima et minima d'une fonction étendue sur une sur- 
face fermée (Association française pour Tavancement des Sciences, 
i6* session, Toulouse, V^ Partie, p. i68; 1887). 

Généralisation d'un résultat qui se déduit d'un Article de M. Ileech. 
Pour une surface fermée quelconque, 2 k -h i fois connexe, on trouve 
2 — q/t pour la différence entre le nombre des maxima et minima et le 
nombre des cols. 

58. Sur une généralisation de la formule des accroissements finis 
(Nouvelles Annales de Mathématiques, 3* série, t. VII, p. 26-3i; 1888). 

Ce Travail se rapporte à un théorème donné par M. Sclnvarz (')et 
démontré par lui au moyen du Calcul intégral; Stieltjes a cherché si Ton 
ne pouvait pas arriver au but d'une manière plus élémentaire et il y par- 
vient au moyen du lemme déjà utilisé dans le Mémoire Oi^er Lagrange's 
interpolatie-formule (n*^ 4); il est ainsi conduit à énoncer la proposition 
suivante : 

Soient /(a), g{u)^ h{u)^ ^(") des fonctions de w que, pour fixer les 
idées, nous prenons en nombre égal à 4; supposons que ces fonctions 
admettent des dérivées premières, secondes et troisièmes dans un inter- 
valle; si X, y, z, / sont quatre valeurs appartenant à cet intervalle, on a 



(0 



f{x) g{x) h{x) k(x) 
f(y) gif) h{y) k{y) 



f(z) g{z) h{z) k(z) 
f(t) g(l) h{t) k(t) 



i!'2!3! 



I z 
f{x) g {X) h(x) k{x) 



.s 



X X 

y 7' 

^2 



x^ 

«3 



/(?) g'(^) h'U) ^'CO 
fi-n) g'i-n) h'in) A-in) 
r(K) ff^iK) /«'(O r(Ç) 



(*) A. SciiWARZ, Verallgenieiner^itng eines analytischen Fundamentalsatzes {Annali 
di Mateniaticay 2* série, t. X, p. 1-29). 



(4fiJ E. COSSERAT. 

OÙ q = (a:, y), r^ = (x,y, z), ^ = (^,7, z, /), en désignant par 
(x\, A'a, . . ., x^) un nombre compris entre le plus petit et le plus grand des 
nombres a?, , ^r^,, . . . , X/g. 

La démonstration de cette proposition suppose seulement que les fonc- 
tions /", g'\ ... admettent des dérivées y^, ^'*', .. ; si Ton suppose de 
plus que les fonctions /'", g'"^ ... sont continues pour la valeur a, on 
obtient, lorsque x, y^ z, / tendent vers la même limite a. 



(2) limA = 



1Î2Î3! 



/(a) g («) h {a) k (a) 

/(a) g\a) h'{a) k' (a) 

fia) g"(a) /r{a) r(^) 

r(^) g^i^) /'"(«) ^"(«) 



en désignant par A le premier membre de la formule (1). 

59. Sur une généralisation de la for mule des accroissements finis 
(Bulletin de la Société mathématique, t. XVI, p. ioo-ii3; 1888). 

Dans ce Travail, plus complet que le précédent, et où il conserve les 
mêmes notations, Stieltjcs reprend d'abord la démonstration des for- 
mules (i) et (2) qui y étaient établies. Se plaçant ensuite dans un ordre 
d'idées analogue à celui qui est suivi dans le Mémoire Eenige bemerkingen 
omtrent de differentiaalquotienten van eene functiexmneene verander- 
lijke {xi^ 5), il considère le cas où les nombres or, y^ w, / tendent vers leur 
limite commune a, de telle façon que a ne soit jamais en dehors de l'inter- 
valle compris entre le plus petit et le plus grand des nombres x^y^ j, / et 
il démontre que la formule (2) subsiste alors sous des conditions bien plus 
larges, relatives aux fonctions /(w), g{u)^ k(u)^ ^(^) ^"î sont supposées 
toujours admettre des dérivées du premier et du second ordre; il suffit, 
en effet, que leurs dérivées du troisième ordre existent seulement pour la 
valeur particulière a de la variable. 

La remarcjuc précédente qui s'applique, quel que soit le nombre, supé- 
rieur à deux, des fonctions que Ton considère, permet, ainsi que l'indique 
en terminant Stieltjcs, d'énoncer des propriétés relatives à l'existence du 
plan osculaleur considéré comme la position limite d'un plan passant par 
un point de la courbe et par deux autres points infiniment voisins du pre- 
mier, du cercle osculaleur, delà sphère osculalrice, ... lorsqu'on adopte 
pour ces éléments une définition analogue. 
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GO. Note sur rintégrale 1 /(x)G(x)dx (Nouvelles Annales de Mathé- 
inatiques, 3*" série, t. VII, p. 161-17 1; 1888). 

Stieltjes établit la proposition suivante, dont la démonstration se relie à 
des recherches précédentes (n*^* 18, 19, 31) : 

Soit f(x) une fonction non décroissante entre les limites x = a el 
X =^ b(a<^ h). Alors il est toujours possible de déterminer 

/i constanles j:^!, jTj, ...,^7^ ( «<«27, <jcj<. . .< jc„_i<j™„< 6) 

et /i -H I constantes a,, aj, . . ., «;,, a^^^ qui sont comprises respectivement 
dans les n -\- i intervalles formés par les /i -f- 2 quantités 

/(a),/(^,),/(j7,), ..., /(^„-i),/(j:-«),/(^), 

de telle façon qu'on ait 






x)dx 






{x)dx. 



G.i„{x) étant un polynôme quelconque en x du degré 2w au plus. 

61. Sur l'équation d'Euler (Bulletin des Sciences mathématiques, 
2*^ série, t. XII, p. 222-227; '888). 

L'intégrale générale de l'équation 



(I) 
où 



— -4- ^2: ^ o 

V^X v/Y ' 



V = «o>'*H- 4«i j' -h 6a, j* -4- 4^3/ 4- a^ , 

peut se mettre sous la forme élégante 



(2) 



o 



2 



a, 



a. 



X -h y 



Os 



a* — 2 m 



rtj-h m 



o, 



ay 



rtj — 2 m 



a, 



cil 



— o. 



m étant la constante arbitraire. 



j^^j E. COSSERAT. 

Aprôs avoir montré comment cette formule, qui semble nouvelle, 
résulte facilement d'un Mémoire de Richelot (*), Stieltjes remarque que 
>i Ton détermine la constante m par Féquation 

où S et T sont les invariants de X, le premier membre de (2) est un carré 
parfait et Ton satisfait ainsi à Féquation différentielle (i) par trois relations 
de la forme 

p -H (jx -h ry -H $xy 1= o, 

auxquelles il faut joindre la relation évidente 0^—^=0. Pour parler au- 
trement, on a quatre substitutions linéaires qui transforment en elle-même 

la différentielle elliptique - ^; Tune d'elles est x = v; les trois autres sont 
délînies par 

.r -+- y 

4 ^ CI, a* — m ' — o, 

à ' 

.rv II* — a/w c7, 

•u'i /w doit être remplacé successivement par les racines de l'équation (3). 

Soit H le hessien de X: si Ton pose y = x ilans le pnMnier membre de (2) 
changé de signe, on obtient II -f- m\ qui devient un carré parfait si Ton 
prvnd [HMir m une racine de Téipiation 1 3^: Stieltjes énonce en conséquence 
la pr»>f««>>ilion suivante : 

S->il atr*— air — Y ^" polynôme du second degré, qui ne diffère que par 
u:^ Sàcl:-ur constant de \ H — m X ; alors, en posant 

::- dura un? substitution linéaire qui transforme en elle-même la différent 
tiei.e r^ij t:q'je -^- 

l r^e r>:mdrque do Halphen conduit enlin Stieltjes à écrire la relation (2) 

>: us \à forme 

/-• ' «2 • • • ^ 



r^ SX!.:'! - £*. ". ^-r i> f •: ^ - V :. - ^v. z:.'*\ F:. .V '■^z ^le': . iJJiUcnstheorem der €liiptischen 
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due à Gayley et retrouvée par Laguerre, et dans laquelle h et / sont les 
secondes polaires de H et de X respectivement. 

62. Sur Véquation d^Euler (Comptes rendus de l'Académie des 
Sciences, t. CVII, p. 617; i5 octobre 1888). 

Extrait de l'Article précédent portant le même titre. 

63. Sur la réduction de la différentielle elliptique à la forme nor- 
maie (Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. CVII, p. 65 1; 
22 octobre 1888). 

Stieltjes présente la réduction de la différentielle 



à la forme normale 



v/x 



dy 



v/47» - Sj - T 



où S et T sont les invariants de X, sous la forme suivante : 
L'intégrale générale de l'équation différentielle 



est donnée par la relation 



(0 





dx 
n 


= ±: 


dy 




latin 


^/liy*-Sy- 


-T 







X 


iy 


— ^7 


k 








-i 


c 


X 








— 2 C 











— 2 


Oq ai 


«î 


{y 


_1 

S 


c 


a, a. 


«a 


-XY 


c 





«f «8 


«4 



= 0, 



c désignant la constante arbitraire. 

La formule (i) donne immédiatement les substitutions linéaires qui per- 
mettent d'effectuer la réduction; si l'on détermine, en effet, c par l'équation 



aoC*H- 4«iC*-i- 6ûtiC*-f- 4ûfjC -h «4=0, 
le premier membre de (i) est un carré parfait. 

Fac. de T. — IX. 



[7] 



[52] E. COSSERAT. 

?r ' ?r^; c^laposé, Slieltjes obtient le résultat suivant qui donne la solution 
du problème qu'il a en vue. 
L'expression 



est, sauf un facteur constant, le carré de Tun des facteurs de XH^.— YH^. 

Appliquant ces résultats à l'équation d'Euler, il parvient ensuite à la 
proposition suivante : 

Les intégrales linéaires, autres que x — y = o^ de l'équation différen- 
tielle 

(3) dxl ^ dy^ 

s'obtiennent en posant 

(4) A-f-«/-4-(i«ïS-M«)(^-y)*=o, 

où A et / sont les secondes polaires de H^. et de X et où a doit être rem- 
placé successivement par les racines u\ u"^ vT de l'équation (2). Sauf un 
facteur constant, le premier membre de (4) est alors un carré exact et la 
relation entre a: et y se réduit bien à la forme (i). 

Ce résultat peut s'obtenir en partant de la forme donnée (n® 61) par 
Cayley et Laguerre à l'intégrale générale de l'équation d'Euler, savoir 

(5) /i4.c/4-(V5S-C«)(x-^)« = o, 

que l'on obtient en remplaçant, dans (4)? " par la constante arbitraire C. 
Stieltjes remarque que, en considérant C comme une variable, ^ comme 
une constante arbitraire, la relation (5) est l'intégrale générale de l'équa- 
tion différentielle 

dx _ <iC 

v/X v/4C»-SC-T 

et que, pour avoir les intégrales linéaires de cette équation, il suffît de 
résoudre l'équation X = o. C'est, on le voit, le résultat présenté sous une 
autre forme dans la Note : Sur la réduction de la différentielle elliptique 
à la forme normale analysée précédemment (n® 63). 

L'examen des cas particuliers, qu'il vient de traiter, amène Stieltjes à 
prévoir une liaison intime entre la recherche des intégrales linéaires de 
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réquation (3) et rintégration générale de cette équation. Cette étude est 
renvoyée à une seconde Partie qui n'a pas paru. 

65. Sur le développement de l'expression 

|R*— 2Rr[cosMCOsa'cps(^ — j:')-4- sinMsin£/'cos(/--y)] -h /•*[-* 

(Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4* série, t. V, p. 55-65; 

1889). 

La plus grande partie de ce Mémoire est consacrée au développement 
de la première (n** 11) des Notes : Sur un théorème de M, Tisserand^ qui 
ont été signalées précédemment et où Stieltjes montre que c'est dans 
l'extension de la théorie du potentiel au cas de quatre variables, que l'on 
doit chercher la véritable origine du beau résultat obtenu par M. Tisse- 
rand, dans ses recherches sur le développement de la fonction perturba- 
trice, lorsque l'inclinaison mutuelle des orbites est considérable. 

La démonstration de Stieltjes est reproduite dans le Traité de Méca- 
nique céleste de M. Tisserand (t. I, p. 448 et suiv.), et il nous suffira de 
transcrire le résultat de son analyse. 

Soit 

C0S9 = cos£/cos£/'cos(j: — ^') "^ sin£/sin£/'cos(^ — /'); 
on a 



JR*— 2Rr[cos£/cos£/'cos(:r — jc')4-sin//sini/'cos(y--y')]H-r*j-* = V V„-^^j3i:j 



9 




7 -^/ 



^"^ ''"^sînt'^^ ^D 2 4c^*(cos«cos«')'(sin«sin«')* 



sm9 

i k 



X F(a, J3, y, sin'£/)F(a, (3, y, sin*«') cos/(a: — x') cosAr(^ — y ), 
où l'on pose 

« = 3 ' P = y y = ^-4-i, 






n(^^l^)n("-^l^*)n<*)n(*)' 



En posant, dans ces formules, u=^u' =^ -» 0;'= o, ^'= o, on retrouve 
la formule spéciale obtenue, pour la première fois, par M. Tisserand. 



(5/|J c. co>>auT. 

Stieltjes termine «on Mémoire eo appelanl rattention sur la formule 

n /t — I — 



où 



•/ÏO ^ A > 2= :— == :- *in"« X F I — /l,l — II, 21 — I, HO*!! 

'i^ Il /» — / Il 2 f t 



) COSf i, 



^'t >ijr la «uivante due à Hansen 

X, / to** tf cos r — s in- M co*.*' 

= 7 ^ i ^?.t cos*' 1/ siri • ^ 1/ F. / — X- — /i. / — X — /i — i , 2 it — i , sin' i« ) cosû- cos i-r, 

f*i en posant la quefition de savoir s'il nr sérail pas p«>ssible d'arriver à ces 
réffullals par une théorie analoj^ue à celle du poientiel. 

G6. Sur les dé rivées de sécx (Comptes rendus de T Académie des 
Science^?, t. CVIII. p. Coji-Ôoy: 2 5 mars 1889 n 

Les résultats contenus dans celte Note sont développés et complétés 
dans le Mémoire : Sur la réduction on fraction continue d^une série pro- 
cédant suii'ant les puissances descendantes d'une variable^ qui sera 
analysé plus loin < n" 6S >. 

^î7. Sur un développement en fraction continue (Comptes rendus de 
l'Acadéniie des Sciences, t. CVIII. p. 1*^97- 1:^98; 2 1 juin 1889). 

I^e Mémoire : Quelques recherches sur la théorie des quadratures 
dites mécaniques iw" 3 {) a, comme on sait, et ainsi qu'on l'a rappelé partiel- 
lement dans la Note : Sur un développement en fraction continue {v^ 32), 
un nqiport intime avec un certain développement en fraction continue. 
C'<vsl hi rpiosiion de la converfrence de celle fraction continue qui est envi- 
sagée ici ; les résultais qui sont énoncés sont développés et étendus dans 
le grand Mémoire : lirchcrches sur les fractions continues (n® 82). 

^î8. Sur la réduction en fraction continue d'une série procédant sui- 
vant les puissances descendantes d'une rarialde (Annales de la Faculté 
f\i'< Seiences de Toulouse, l. III, p. II. i; 1889). 

Siiellje- pro[»ose, pour le problème de la transformation de la série 

?o _ Jîi _ ^ _ _ r- I .- Jl^ -u 
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dans Tune des fractions continues, 

Cq l ^ ~H C| • I ~h Cj , J7 -+- Cj , I -h ...-+- C]/! — ! , I -h Cj,! , X -H . . . ) 
Co : (^-h Cl) — C,C, : {JC 4-C,-f- Cj) — CjC4 : {X -hC^-hCj) — . . ., 

une solution nouvelle basée sur les deux théorèmes suivants : 

1*^ Considérons une série de quantités otif^^ p^^^ déterminées par les 
formules 

«0,0 = ï > 

a/jt r=z o, lorsque i > Ar, 
p,^^ — o, lorsque i > A-, 

/a forme quadratique à une infinité de variables 



^ ^ «/-l-ArX/X^. 







est égale à 



^o[oeo.oXo-H «0,1 Xj H- «0,^ Xj4- ao.s Xj-h. . .]* 

-hCoC,Cj[a,,,X,-l-«,,iX,-|-a,.8X34-...]* 
H- Co Cl c, C3 c^ [ a,,, X j + a,,3 X3 -f- . . . ]* 



etj de même y la forme quadratique 





est égale à 

CoC.[l3o,oXo-^(3o.,Xi4-{3o,,X,4-(3o.,X34-...]* 

4- co c, CjCj [ j3,,i X, -h {3,,î X, -^ (3,.3 X3 -i- . . . ]' 

4- CoCiCjC3C4C5[(3,,, Xj-h(3,,3X3-i-...]* 
-4- 

2® Se Von a identiquement 

2 2«'+«'''^*=^'>t^<'-^«'^' + *'^«-^- • •1'-'' ïi[x,-i-;3.x,+. . .]«+. . 





[56] E. COSSERAT. 

on Gy en même temps : 



Cfo ^1 ^1 ^ 



X X* X* x^ 



'•/.•Ml/3 ^Wl '• 



= £o: (•^-+-ai)-^:(-^-+-Pt— «i)- ^:(-^-*-yi — Pi)— .... 

Comme applications des propositions précédentes, Stielljes donne les 
développements en fractions continues des quatre expressions que Ton ob- 
tient en remplaçant, dans l'intégrale 



y 9(3)e-«6/^, 



la fonction '^(z) successivement par les quatre valeurs particulières 






y snZf cnz^ dnz. 



On trouvera, dans l'Introduction et dans les n*** 82 et suivants du Mé- 
moire Recherches sur les /raclions continues, la démonstration de ce 
point que les trois dernières des fractions continues ainsi obtenues sont 
convergentes et représentent effectivement les intégrales qui leur ont donné 
naissance. 

69. Extrait d'une Lettre adressée à M. Hermite (Bulletin des Sciences 
mathématiques, 2* série, t. XIII, V^ Partie, p. 170-172, 1889). 

Stieltjes indique, de la formule de M. Ilermile 

arc cos 



»/o Jù 2 yac — 6* 



«^0 

oiï 

ij>(x, y) =z ax^ 4- ibxy 4- c/', 

une démonstration à laquelle il a été conduit par cette remarque que 
l'angle arc cos f y^r j qui y figure et qui est compris entre o et u, est pré- 
cisément l'angle qu'on rencontre en représentant géométriquement la 
forme positive ^ (x, y). 

La méthode s'applique avec la même facilité au cas de trois variables et 
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le conduit à la détermination de 



f f f ^~^^''^''^^^^yd^> 



où ']f désigne une forme quadratique des trois variables x^ y, z. 

70. 5wr un passage de la théorie analytique de la chaleur (Nouvelles 
Annales de Mathématiques, 3* série, t. VIII, p. 472; 1889). 

Stieltjes montre que la méthode suivie par Fourier pour obtenir le déve- 
loppement 

TT I ^ I ^ I 

4 3 D 7 ' 

valable pour x compris entre et h — > méthode qui manque de ri- 
gueur, conduit à un résultat exact. Le procédé employé permet d'obtenir 
d'une façon analogue le développement 

- xz=i- sm IX — 7 sm l\x -\- - sin oj? — . . .. 
22 4 6 

71. Sur le développement de logT{a) (Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, 4* série, t. V, p. 425-444 î '889). 

Le but principal de ce Travail, dit Stieltjes, est de donner une nouvelle 
démonstration de la formule de Stirling 

et de montrer que le second membre représente asymptotiquement la 
valeur de log T{a) (dans un sens qui est précisé), même dans le cas où la 
valeur de a est imaginaire, la partie réelle de a étant négative. 

Les intégraJes définies qui avaient été introduites dans cette théorie pré- 
sentent toutes cette particularité qu'elles n'ont un sens qu'en supposant la 
partie réelle de a positive; Stieltjes se propose de lever cette restriction 
qui n'est pas dans la nature des choses et de mettre en évidence des inté- 
grales valables dans tout le plan. 

Adoptant, comme définition de r(a), la formule 

r-/ N !•« I .2.3. . .(/i — i) 

lia) = hm — n\ 

n = • « (« -+- ( ^ "^ 2 ) . . . (a -h /* — I ) 

Fac. de T.- IX. [8] 
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il considcrc la branche particulière de logr(a) définie, en supposant que 
logr(a) est réel lorsque a est réel et positif et en limitant la marche de la 
variable par une coupure tracée le long de Taxe des x, de o à — oc. 
Posant 

J .V -h a 

OÙ P(x) désigne une fonction de la variable réelle x définie parles rela- 
tions 

P(.r) -: .r, o<x<i, 

■2 

Stieltjes établit la formule suivante 

logr(rt) ~- (fi — - j log^ — ^ -h lofr(2T:) -t- J(a), 

(ju'il attribue à M. Bourgel, et où Ton considère la fonction loga en limi- 
tant la marche de la variable comme dans le cas de log r(a). 

Cette formule, qui lui sert de point de départ, ne se distingue de celle 
cjui est employée ordinairement que par la forme sous laquelle se présente 
la fonction *](a). 

Apres avoir montré que, lorsque a croît indéfiniment, J (a) tend, en 
général, vers zéro et étudié le développement de J(a) suivant les puis- 
sances descendantes de «, il passe à des applications de formules impor- 
tantes relatives à une fonction /(^) uniforme dans la région du plan située 
à droite de Taxe des^^, n'ayant dans ce domaine ni pôles, ni points singu- 
liers essentiels et telle que Ton ait 



lim / mod'-^;^ ^3 =: liin .-J j mo(\/(z)(Jz =Oj H -- 



3C, 



rintégrale étant prise le long du demi-cercle de i*ayon K ayant pour centre 
l'origine et situé à droite de Taxe des y; on a alors, la partie réelle de a 
étant positive, 

et si la fonction /(-t) prend des valeurs conjuguées pour des valeurs con- 
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juguées de la variable 

f{a) — - I -T— — ^du, 

en désignant par A la partie réelle de /(ui). 

Ces formules et d'autres semblables conduisent, comme application, à 
la formule de Binet relative à 3 (a) et à des développements analogues à 
la série de Stirling. 

72. Sur la fonction exponentielle (Comptes rendus de l'Académie des 
Sciences, t. CX, p. 267-270; 10 février 1890). 

Prenant comme point de départ des résultais obtenus par M. Hermile 
dans le Mémoire classique ( ' ) Sui^ la fonction exponentielle, Stieltjes par- 
vient à une démonstration très simple de rimpossibililé d'une relation de 
la forme 

N 4- e«N, -+- e''N,4- . . . -h e^'N;, = o, 

où les exposants a, 6, ..., h ainsi que les coefficients N, N,, . . ., N;^ sont 
des nombres entiers. 

73. Su7' la trieur asyniptotique des polynômes de Legendre (Comptes 
rendus de l'Académie des Sciences, t. CX, p. 1026-10^7; 19 mai 1890). 

Extrait du Mémoire : Sur les polynômes de Legendre , n® 74. 

74 . Sur les polynômes de Legendre ( Annales de la Faculté des Sciences 
de Toulouse, t. IV, p. (i.i; 1890). 

M. Darboux a donné (^) une formule qui permet d'obtenir une expres- 
sion approchée de X;,(cosO), Terreur commise étant de l'ordre d'une puis- 
sance aussi grande qu'on le voudra de -• Stieltjes développe ici un résultat 



(*) Cii. IlERSiiTEf Sur la fonction exponentielle {Comptes rendus de l^ Académie des 
Sciences, t. LXXVII, p. 18, 7/1, tiQi et 285; 1873). 

(') G. Darboux, Mémoire sur V approximation des fonctions de très grands nombres 
et sur une classe étendue de développements en série (Journal de Mathématiques pures 
et appliquées, V série, t. IV, p. 5; 1878). 
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plus complet; posant 

^^fl^^ ^ — /3 ^ r — -^^ 2./i.6...(2/0 



•2 7r3.5.7...(2/*-hi) 

il trouve qu'on peut exprimer X;,(cosO) par la série 



(i) X«(cos 






a) i' ros(/i9 -+-|a) 

2(2/14-3) y/(2sinO)' 

i«.3* cos(/i(? 

2 . 4 . ( 2 /< -4- 3 ) ( 2 /< -h 5 ) à/( 2 



^ h... 

sin^)* J 



qui est convergente tant que appartient à l'intervalle (î^'-jf )' C'est seule- 
ment en dehors de cet intervalle que la série précédente prend le caractère 
d'une simple expression asymptotique; mais, même dans ce cas, Stieltjes 
obtient une limite très simple de l'erreur commise en s'arrétant à un 
nombre fini de termes par la proposition suivante : 

Soit M un facteur numérique, compris entre i et 2, et défini en posant 

M = , Jr^ lorsque siii*01-» 

*COS0 * "2 



M=:2siii(? lorsque sin'0^|; 

Terreur commise en prenant la somme des p premiers termes du dévelop- 
pement (i) est inférieure, en valeur absolue, à M fois le terme suivant dans 
lequel on aurait remplacé d'abord par l'unité, le cosinus qui y figure au 
numérateur. 

Les propositions précédentes conduisentStieltjesà plusieurs résulta tsinté- 
icssants dont certains avaient été déjà Tobjet des recherches de Poisson, de 
MM. Bruns et Heine; il retrouve en particulier la limitation de M. Bruns, 
déjà considérée dans le Mémoire Sur les racines de r équation X;, = o 
(n** 53), des racines du polynôme X;, de LogcMidre. 

75. Sur les racines de la fonction sphérique de seconde espèce (An- 
nales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. IV, p. J.i; i8c)o). 

Soit \'{^) = X,j le polynôme de I^egondre du degré /^, et B(j?) la partie 
entière du produit 



^'(•^)(i-^3^ 



x^ j .v^ 



^ 
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posons 



et 



Q^a:) ^ i F(.r) log^^ - R(x), si |.r | > i, 



Q''(x)=iF(x)Iog^^-U(^), si |xl<i, 

2 I —"* •*« 



Ces expressions représentent dans tout le plan, sauf sur la circonférence de 
rayon égal à l'unité et dont le centre est à l'origine, ce que Heine nomme la 
fonction sphérique de seconde espèce. 

Considérons, par exemple, le cas où le module de x est supérieur à i; 
M. Hermite, effectuant le changement de variable défini en posant 

X -h I 

= ^% 

œ — I 

avait obtenu (*) la distribution des racines de l'équation 



(e=— i) 



•[5 -(5^) -«(5^)]=» 



sur le plan des z. 

Stieltjes, après avoir déduit des résultats obtenus par M. Hermite et qui 
se rapportent au plan des z les propositions équivalentes relatives au plan 
des x, établit ces dernières par une méthode directe. 

76. Note sur l'intégrale 1 e'""* du (Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques, 3* série, t. IX, p. 479-480; 1890). 

M. Méray a montré (^) que l'on peut déduire la formule 



1 e-"' du = {1^/7: 



(*) Ch. Her\iite, Sur les racines de la fonction sphérique de seconde espèce (Annales 
de la Faculté des Sciences de Toulouse^ l. IV, p. I.i; 1890). 

e~^* dx déduite de la formule de 

V 

Wallis {Bulletin des Sciences mathématiques, 2" série, t. XII, I™ Partie, p. 174; 1888). 
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*l«' rirlle (h* Wallis: Slieltjes propose ici, pour le même but, une démonstra- 
tiriji plus simple. 

77. Sur la théorie des nombres (Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse, t. IV, p. i-io3; 1890). 

(-«•Itr* étude bibliographique renferme les trois premiers Chapitres d'un 
Travail étendu que Stieltjes se proposait de publier sur la théorie des 
nombres et qui aurait constitué une OMivre capitale. 

Le premier (Chapitre Iraile de la divisibilité {\q<^ nombres; le deuxième 
et le troisième, consacrés aux propositions générales sur les congruences, 
aux matrices, aux équations linéaires indéterminé(*s, aux systèmes de con- 
«;ru«'nces linéaii^s, renferment des propositions importantes de MM. Her- 
mit<\ Smith et Frobenius. 



78. Sur quelques iiilêgralrs définies et leur dévreloppement en frac- 
tions continues (The Quarterly Journal of pure and applied Mathematics, 
I. WIV, p. :i7o-'i8f>5; i8«)o). 

Lrs intégrales considérées ici rentrent dans la même forme générale que 
celles (pii ont été (envisagées dans h? Mémoire : Sur la réduction en frac- 
tion continue d'une série procédant suii^ant les puissances descendantes 
fl' une variable (n^ GS)'^ elles s'obtiennent en adoptant successivement dans 



rinléurale 



r 



/ 0(14)0--^" du. 



(les expressions particulières pour la fonction y'(w). 

Les développements en fiaclions continues correspondants sont donnés 
encore en se |)la(;ant au point de vue purement formel; on trouvera dans le 
Mémoire : Recherches sur les fractions continues, et pour des cas parti- 
euliers des exemphes considérés ici, la démonstration de ce point que les 
fractions conlinn(»s obtenues sont convergentes et représentent eflectivc- 
menl les intégrales qui leur ont donné naissance. 

1\). Note sur quelques fractions continues (The Quarterly Journal of 
pnr(» and applied Malhematics, t. WV, p. 198-200; 1891). 
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On doit à M. Ilermite (*) le rêsullat élégant exprimé par la formule 



1 . 3 . 5 . . . ( 2 // — I ) 



•2. |.0. . .2// V7^(// -h £) 

OÙ £ désigne un nombre compris entre o et ^. 
Stieltjes trouve qu'en posant 

1 . 3 . 5 . . . ( 2 /i — I ) I 



2.4.0. . ,1il 



\'T,ii^{n) 



? ('0 P^^^ s'exprimer par une fraction continue convergente d'une loi très 
simple; la démonstration de ce résultat est reliée à un développement en 
fraction continue, qui se déduit ainsi qu'un autre développement semblable 
des formules données dans l'Article : Sur quelques intégrales définies et 
leur déieloppenient en fractions continues (n** 78). 

80. Sur une application des fractions continues (Comptes rendus de 
l'Académie des Sciences, t. CWIII, p. i3f5; ii juin i8()^i). 

Les résultats de cette Communication sont développés dans le Mémoire : 
Recherches sur les fractions continues (n" 82) et, en particulier, dans la 
iNote annexée à ce Mémoire. 

81. Recherches sur les fractions continues (Comptes rendus de l'Aca- 
démie des Sciences, t. CXVIII, p. i/|Oi; 1 8 juin 1894)- 

Extrait du Mémoire suivant (n° 82). 

82. Recherches sur les fractions continues (Annales de la Faculté des 
Sciences de Toulouse, l. VIII, p. J.i, t. IX, p. A.i; i89'J-i895). 

Nous avons eu, au commencement de cette Notice, l'occasion de citer le 
Rapport élogieux de M. Poincaré sur ces recherches qui trouvent leur ori- 
gine, ainsi que nous l'avons déjà dit, dans un Travail publié dix ans aupa- 
ravant, en i88/|. Ce n'est que peu de temps avant sa mort, que Stieltjes, 
par la découverte d'un théorème remarquable de la théorie générale des 
fonctions, a pu considérer comme atteint le but vers lequel tendaient ses 



( ') Cii. IIermite, Cours de la Faculté des Sciences de PariSy p. 116, 4* édition ; 1891. 
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efTorls; ses amis savent (jiiclle grande joie il en ressentit et Ton s'explique 
ainsi, dans une certaine mesure, comment, accablé par la maladie, il a pu 
la dompter pendant quelque temps et avoir la force d'écrire et de publier 
son beau et dernier Travail. 

Le lecteur acquerra une idée d'ensemble très nette de ce Mémoire, en 
consultant le Rapport de M. Poincaré et l'extrait cité précédemment (n* 81); 
il retrouvera ensuite, en lisant les Recherches sur les fractions continues^ 
tout<»s les ([ualités d'élégance, de clarté, de profonde et puissante origi- 
nalité, (|ui caractérisent l'œuvre entière de Stieltjes. 
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[Suite et fin (')], 
PAR M. T.-J. STIELTJES, 

Professeur à la Faculté des Scieoces de Toulouse. 



CHAPITRE IX. 

ÉTUDE DE TROIS CAS PARTICULIERS. SUR LE PROBLÈME DES MOMENTS 

DANS LE CAS INDÉTERMINÉ. 



66. Le résultat auquel nous sommes arrivé dans le n° 47 est parfaite- 
ment général et embrasse tous les cas possibles. Cependant, il peut arriver 
que la fonction $(tt) prenne une forme particulière : c'est ce qui arrive déjà 
dans le cas où la fraction continue est oscillante. Nous allons étudier ici 
quelques nouveaux cas de ce genre. 

Supposons z = X réel positif; dans quels cas V^^^i^x) et Q2«(^) tendent- 
ils vers une limite finie pour /i = oo? Puisque 

n 

ilb, = 2 ( rt 1 -H a, -+- . . . -4- a^k-\ ) «u» 



(«) ToiV tome VIII, p. J.i. 



A. 6 T.-j. sheltjes. 

il faut certainement que t&, reste fini : la «érie 



ff :-^l '/t — ^,— . . .— '7.;_. '7,j 



doit être com^ergente. Mais cette condition nécessaire est aussi suffisante, 
car, puisque les racines de f^^Jz » = o sont réelles et négatives, on a 



^ lit, r ■• „i 



La série 7 étant convergente, il s'ensuit que la série 



2 



a^k 



est aussi convergente. Quant à la série 

1 

elle peut être aussi bien convergente que divergente. 

Mais, dans le premier cas, on retombe sur le cas déjà examiné, où aussi 

« 

restent finis. Nous aurons un cas nouveau en supposant : 
I** La série 



2 



^î*-i 



est divergente; 
2" La série 



^(«,4- rt,-l-. . .-»-/7î*._ 



"> ^tk 



est convergente. 

Par des raisonnements absolument analogues à ceux développés dans le 
Chapitre IV, on arrivera aux conclusions suivantes. 

Dans tout le plan on a 

^(-) ^t ^(-) étant des fonctions liolomorphes. (les fonctions sont du genre 
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zéro et n'ont que des zéros simples, qui sont réels négatifs. On a par 
exemple 

t(=>=(-i)(-â)('-»î)-- 

où a^ est limite de la /c*^"* racine de 

Qî«(--) = o, 

pour n = co. 

La fraction continue converge vers 



2 



1 

et la distribution (y^^, a^) est la solution du problème des moments qui est 
déterminé et n'en admet point d'autres. Puisque 



«i-f- «1-+-. . .-h aj/14-i ûfi4- ûTa-h. . .-h aj« 



et que Q2n(^) ^^nd vers ^{z) tandis que la série 



-Hl 



2 



«J*-l 



est dUergente, on voit facilement que 



de même 



lim Pl^ttlf.) =z^(^), 



lim ^-±^1 =z 9(z). 



Ainsi se vérifie donc la convergence de la fraction continue, puisqu'on a 
aussi 

Iim 7T ; — r — — ; — r» 

67. Voyons maintenant dans quel cas P2n-^t(^) ^^ Qan+i(^) tendent 
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vers des liruitc!» finies. Puisque 

'^ — I 



€, = ^(^<7, -T- a^ — . . . — n^ita^i^ ,, 

il faut certainement que la série 

<7' = ^ ( «, -^ a^ -h . . . — flTj^. ) ^jx- I 
1 

soit convergente. Mais cette condition est aussi suffisante. 
l^a convergence de a' entraîne celle de 



(|uant à la série 

1 

elle peut être convergente ou divergente; mais, dans le premier cas,* on 
retombe sur un cas déjà étudié. 
Kii supposant au contraire : 



i" La .Sffric 



'?.'' La série 



1 



^{(tt-^ct.,-{-. ..-{-aik)fiik 



1-1 



rsl corner fiente. 



On a un cas particulier nouveau, qui conduit aux résultats suivants. 

Dans tout le plan on a 

limIV».,(^)=3^r,(5), 

^y!^(z) et ^t(z) étant holomorphes dans tout le plan. 
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Ces fonctions sont du genre zéro et n'ont que des zéros simples qui sont 
réels négatifs. On a par exemple 



W=,=c.(,.±)(,.i)(..i) 



où pA est la limite de la Âl*"°* racine de 



vj/»-»-i ( — -« ) r 5 — o> 



pour n = co. 

La fraction continue tend vers 



•+• ^Q- -f- . . . , 



et la distribution (Sy^, p^) (^o = o) est la solution du problème des moments. 
On a ensuite 

lim ^i^îii) ::^ ^, (5), 

lim ^^^^ ■■=^i(z), 

«1 -h «4 -h . . -4- flj/i 

ce qui met en évidence la convergence de la fraction continue. 

68. Je reprends les formules du n**2, mais pour ordonner maintenant les 
polynômes P„, Q;, suivant des puissances descendantes de la variable 

Pj;,(^) = :;'»-*(n-a5-*4-a'5-*-4-. . .) x a,a, . . .«,«> 
Pï/»-Hi(2) = s" (14- y 5-* H- /--*-♦-.. .) X a,a, . ..a,^^.,, 

on aura, en introduisant les bf^, 

y = 6, -h 63 4- ... + 6,n, 

d = ^1 -4- ^1 -i- . . . ■+- ^i/|. 
/-ac. de r. — IX A. 2 



A.IO T.-J. STIELTJES. 

Posons aussi /z = i, puis 



v,. = . + pi + p'j'+.. 


.H-(3'-"l-, 


U,,+, — 1+ yI4- y'(' + .. 


.+,<-"<-, 


V,„,= n-in- J'l> + .. 


.+ «'-"(-; 


P,.( = ) 4,U,. P,„, 

Q..(») '• V,.' o,.« 


{l]--'fei 



et il est clair que les Un : V„ sont les réduites de la fraction continue 



en sorte qu on a 






En supposant donc d'abord / positif, les U, et V„ vont en augmentant. 
Pourqu'ils tendent vers des limites finies, il faut évidemment que les quantités 
a, ft, Y( S restent finies. Cette condition revient évidemment à celle-ci : la 
série 

p. 

doit être convergente. Ensuite on reconnaît facilement que cette condition 

nécessaire est aussi suflisanle, et qu'elle conduit à ccttr conséquence 

toute valeur réelle ou imaginaire de /, on a 

\im\S„—u(l), 

u(t) et p(/) étant deux fonctions liolomorplics. 
On a donc 



....... .= „(.) 
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La fraction continue est donc convergente, et en effet il est clair que la 
série 



2 



«* 



doit être divergente, puisque nous supposons que la série 

est com^ev génie, 

69. Posons n= 2mou/2 = 2/n-f-i selon que /i est pair ou impair, on aura 

V„ = ( I -h JTi ( I -^- ^t • • • ( ï -^- -^m 0» 

OÙ nous supposerons 

J*l j> X^ ^> X^ ^> . . . ^> Xfff ^ 

ce sont là les racines de 

Oî«(— -)=0 ou de Qi«H-i(— 5):5=:o, 

rangées par ordre décroissant. Lorsque n croit, une racine x^ de rang 

déterminé k crotl aussi, et elle tend pour n = (x> vers une limite déterminée. 

Et, en effet, elle ne saurait croître indéfiniment puisque la somme de toutes 

les racines reste finie. 

Si nous posons 

Iim^A = ''*. 



n=: 



on aura 

/•| > r, > r, > r^ > . . . , 

et deux r^ ne peuvent pas être égaux (voir le raisonnement du n® 20). La 
série 

1 

est convergente et Ton a 

(^(^) = (i-l-/-, 0(i-Hr,^)(H-r,^) 

Considérons la décomposition en fractions simples 

¥7— ti» -T- -T- -t- . . . H • » 

V« I -h ^1 ^ t-^-x^t i-{- x^l 
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OÙ Crt = o lorsque n est pair, C^^^+i >► o 

c«-h on., -H on,-*- . . .-+- oiv„= 1, 






Pour n = 00, la constante positive OTLa tend vers une limite s^ et Ton dé- 
montre aisément, en passant à la limite pour n = oo, 

1/(0 _ __ ^ f\.Skt 

r(0~~' -^i-t-a^' 



ou encore 



"(0 _,_ Vc._L_ V_f^ 



-2^.4-27 



1 1 

en sorte qu'il vient finalement 

•e 



On voit donc qu'il y a une masse égale à 



( I — 2^*)-^»' 



concentrée à Torigino; on a donc nécessairement 



Cette juassc sera nulle ou positive selon que la série 

1 

est divergente ou convergente. 11 est à remarquer que ce second cas est en 
effet possible; il exige seulement que les a^k croissent rapidement afin que 
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la série 

S— ^ 

t 

puisse être convergente. 

Ensuite il y a les masses — concentrées aux points r^, qui pour Ar = oc se 

(Il 

rapprochent indéfiniment de l'origine, la série 



2 



f'k 



étant convergente. On voit donc que la fonction 

a une infinité de pôles dans le voisinage de z = o, et ce point z = o peut 
être un pôle ou non selon les cas. 

70. L'une des premières fractions continues que l'on ait considérée en 
Analyse fournit un exemple du cas que nous venons d'étudier. C'est la 
fraction continue de Lambert 



6" — e 



— z 



I H 



«1 



fj 



e'—e-- ^ Sz 



" ^ oz 



Pour la ramener à notre type, nous écrirons 



1 1 

es" — e "i" -^ Si, z 








^ 1 




-\- 

•\ - ,.J_ _._ 


I 



• > 



.ïx-— 8:(2A:-i)»7r». 
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On a ici 
et la série V est bien convergente; en même temps la série 



1 



^îA-l 



est divergente, il n'y a point de masse concentrée à Torigine. Ensuite on a 

2\/l 

Des formules que nous donnerons plus loin (n" 76) permettent de réduire 
en fraction continue 

jjL I e^' — e ^ 

a étant une constante positive. On aurait ainsi un exemple du cas où l'ori- 
gine est un pôle; il s'y trouve concentrée la masse [x. 

71. Nous allons revenir maintenant au cas où la série 



2 



C^k 



est corwergenlCy pour faire une étude plus complète du problème des mo- 
ments qui est indéterminé. 

Soit / un paramètre positif; je considère la fraction continue 






I 



^'3-^.. I 



I 
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qui est évidemment égale à 

En développant suivant les puissances descendantes dez, on a évidemment 

Cq Cl Cffi £ 



Z^ ^*'*'*'* 2*'*'*"* 



£ étant le premier coefficient qui dépend de i. Posons 

les racines de 

seront réelles, inégales et négatives; en effet, DC„(2) est simplement ce que 
devient ^Im-^iiz) pour a.^^^^ = t. Comparons maintenant les racines de 

DCrt(5) = o à celles de î)C;,+.,(5) = o. 
On a 

Or, il est facile de voir que si Ton pose 

le second membre se réduit à DC;,(z). Les racines de 

sont au nombre de n -4- 2; si maintenant on fait décroître a2n-i.2y ^an^^ de 
leurs valeurs actuelles jusqu'à zéro, ces racines ne peuvent que décroître, 
d'après la proposition du n*^ 6. Une de ces racines deviendra — 00, les 
autres vont coïncider avec les racines de 

Dii,{z)z=o. 

Ce résultat peut s'exprimer ainsi : si l'on range par ordre de grandeur 
croissante les racines positives de 

une racine de rang déterminé Xj^ décroit lorsqu'on change /i en /i -h i . 
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Pour // = OC on a 
Xa tend vers une limite finie ^a et 



<7(.) -^ /^.(.) = (. + ^^) (.+ £)(. -H ^^) 



Kn elïet, on peut répéter tous les raisonnements des n*^ 19 et 21. Il est clair 
que les H^ vont en croissant, mais peut-il arriver que $a = nA+i? Le raison- 
nement du n° 20 ne peut pas s'appliquer ici; mais on peut procéder ainsi. 
Si Ton avait ^^ = ^A+n ^^ aurait, pour une môme valeur finie et réelle de Zy 

7(3) -4-/71(3) =0, 

donc 
L'expression 

devrait donc s'annuler pour n = oo, ce qui est manifestement impossible 
puisqu'elle est égale à 

n 



La transformation que nous venons d'indiquer résulte de l'identité bien 
connue 



Q,n(f')Q,n^^(z)-Q,n(z)Q,„^r{ii) 



Z — // 



= ^Oik^iQti{^)Qik{ti). 



On a donc bien ^a <C ^a+i • 

Les nombres ^a sont des fonctions décroissantes du paramétre /; en 
effet $A est la limite de Xf, qui, elle, est une fonction décroissante de /. Nous 
avons 



l;)('-"è)('-^è) 



gi{z) — cz( i-h 



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. A.I7 

OÙ 



= ^^«A 1- 



Pour / = o, ^ff devient égal à Xa et Ton a ainsi 






Pour / = ao, on doit évidemment avoir 

donc 

et 0^ est compris entre X^t et Xy^^, . 

En définitive, si Ton considère les quantités croissantes 

^t ^t» A» 's» ^«» ^^3» -'3> • • • » 

on voit que les ?a sont compris dans les intervalles 

(P) (o,)m), (^„>.,),(5„>.,), ...; 

on n'en trouve aucun dans les intervalles 

(Q) (>.,^,),(^î,9,).(>.3,^3), .... 



On trouvera facilement 



p{z) -h tpiiz) ___ ^ nu 



2 



1 

et la distribution des masses 

{rikylk), (A- =11, 2, 3, . . .) 

est encore une solution du problème des moments, dépendante cette fois 
du paramètre /. 

Fac. de T. - IX. A. 3 
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72. La considération de la fraction continue 



aiZ -h 



a, -h. I 



""•-^n 



conduit à des résultats analogues, que nous nous contenterons d'énoncer 

p^(z)-\-tzp(z) _K_^ y fï'k 

On a ici Ç'^ = o et 

Les^]^ sont encore des fonctions décroissantes de i\ pour / = o, Ç]^ = 6^; 
pour / = 30, $]^ = X;^, les yj]^ sont positifs, yj,, = i : c 4- / s'annule pour / = 00. 
La distribution des masses 

{f\'ky^!k) ' (^=0, 1,2, 3, ...) 

donne encore une solution du problème des moments; cette fois-ci, les Ç 
sont dans les intervalles 

(^'i» ^i)> O^u ^î)> (^'3» ^a)- 

On voit donc que le problème des moments a toujours une solution dans 
laquelle il y a une concentration de masse finie en un point donné arbi- 
trairement. En effet, les résultats précédents font connaître toujours une 
solution tant que le point donné n'est pas à l'origine. Dans ce dernier cas, 
nous avons une infinité de solutions par les systèmes 

(V)t, Qa) et (rîi,?'*); 

le premier système donne la masse maxima qui peut être concentrée à l'ori- 
gine 

Vo = - > TQo = 



C " c 



73. Nous allons montrer maintenant qu'un système tel que 

{f^k,lk) 



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. A.IQ 

est celui où la masse y]* concentrée au point ^/^ est un maximum. De même 
dans le système (yj'^, Ç'^), la masse y)]^ concentrée au point Ç'^ est un maxi- 
mum pour /Ir = 1 , 2, 3, Nous venons de remarquer que cela n'est plus 

vrai pour ^ = o, le système (v)^, 0^) donnant alors la concentration maxima 
à l'origine. 

Soit a un nombre positif quelconque; pour chercher une limite supé- 
rieure de la masse qui peut être concentrée dans ce point dans une solution 
quelconque du problème des moments, je vais considérer les intégrales 

Ces intégrales ne changent point de valeur si l'on remplace la fonction 
']f(u), qui caractérise une distribution de masse qui satisfait au problème 
des moments, par une autre fonction de même nature. On peut donc sup- 
poser que la fonction ^(u) caractérise la distribution qui, au point a, ad- 
met la plus grande concentration de masse possible. D'autre part, ces 
intégrales ont pour m = a un élément égal à cette masse concentrée au 
point a. Les intégrales sont donc des lîmiljes supérieures du maximum 
cherché. Pour avoir les limites les plus proches possibles, nous allons cal- 
culer le minimum de ces intégrales considérées comme des fonction s de X,, 
Xa, . . ., Xrt, et ensuite nous poserons n = co. 

Posons, dans le cas de la première intégrale, 

41 = 1 -+-Xi(m — a) -h. . .-hX«(/i — «)"; 
les conditions du minimum sont 

/^(// — a)*^ d^(u)=: o (Ar=: 1,2, . . ., //) 

V 



ou 



y^ ao 

/ J>1(" — a) u^d^{u) =zo [(/r=z: o, I, 2, ..., (/i — i)]. 



On en conclut facilement 



(w-a)^=aQ,„^,(-w)4-(3Q,„(-w), 
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et, pour détcrininer les constantes a et p, 

Soit, pour abréger, 

on aura 

j, _ Qî/i(-- ")Oî/i+i(— ^) — Qi/i4-i(^'0Qi/i(— _^) 



OU 



<:= T 2 ''»*■*■» Q^*(- ") Q*^(- "')• 



A 





La valeur du minimum est 



n 



dans le second membre tous les termes s'annulent, excepté celui qui ré- 
pond à /f = o ; le minimum se trouve ainsi égal à 

el, puisque J^ = i pour u = a^ 

n 


Kn faisant croître n indéfiniment, on obtient donc, comme une limite 
stipérieure de la masse pouvant être concentrée au point «, l'expression 

Soit A, ce que devient A lorsqu'on remplace c^ par r>;^,; le minimum de 

la seconde intégrale sera 

I 

ail 
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Or, par ce changement de Ci^ en C/^^^ , 

^jx^i devient {a^-\-a^-^, . •-+- «UM-j)'ûrj*4-î. 



Q2a(^) devient 

comme on le verra plus loin n" 77. 
On a donc 



(a,H-a3-H----+-«iA-4-i)- 



n 



^.=2-.P---ii— • ' 



et Ton voit facilement que 



^A, = A -i- - Oj„^, (— ^) Qî;i-h,(— a). 



En faisant croître n indéfiniment, on en déduit cette limite supérieure 
de la masse pouvant être concentrée au point a 

I : '!{— a)q\{— a) — q,{— a)q\— a) -f- ^q{— a)q,{— a)y 

Or, lorsque a est dans l'un des intervalles 

(o, X,), {0,,1,), (9„>.3). ..., 

le produit q{— <^)yi( — ^) est négatif; on adoptera donc comme limite 
supérieure 

I :[7(-^)7i(-«)-7i(-«)7'(-«)]; 

mais, si a est dans Tun des intervalles 

q{ — a) q^ ( — a) est positif; la limite supérieure la moins élevée sera 

74. Il est très facile maintenant de voir que les systèmes 

{riK.h) et (r)!, ?1.) 

sont ceux qui possèdent les concentrations maxima aux points ^^î ?i- En 
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effet, si a est dans des intervalles 

(o, >.|), (9„X,), (5,a,), ..., 

on aura a = $a pour une valeur convenable de /. Cette valeur de t se déter- 
minera par la condition 

elle est positive. La valeur correspondante de r\i, est 

et un calcul facile montre que cette valeur est précisément égale à 

I :[^(— «)7i(--«)-7i(-«)^'(-«)], 

qui est la limite supérieure obtenue plus haut. Si, en second lieu, a est 
dans un des intervalles 

on aura a = Ç]^? ^^ déterminant / par la condition 

7i(— a) — a^/(— «) — o, 

et la valeur correspondante de y]^ est 

/?,( — a\ — atp{ — a") 

ce qui est égal à la limite supérieure 

J : U(— «)'7i(— «)7i(— «^)7'(— «)^- ^7(— «)7i(— «)1. 

75. Considérons une distribution dans laquelle la masse (j. concentrée 
au point a est maxima. Supprimons cette masse (J^.; je dis que le nouveau 
système qui reste après cette suppression est un système déterminé. En 
effet, s'il était indéterminé ^ on pourrait toujours trouver un système équi- 
valent ayant en a une concentration de masse finie. En rétablissant (jl, on 
aurait donc en a une concentration de masse supérieure à (jl, ce qui est im- 
possible. On voit aussi qu'il n'y a pas deux distributions différentes qui 
donnent le maximum de masse dans un point donné. 
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Nous avons vu que le système 

correspondant à la limite ^'-î-^, est celui où la masse Vo concentrée à To- 

rigine est maxima. On peut caractériser d'une façon analogue la distri- 
bution 

correspondant à la limite ^-ttt» en disant que c'est la distribution pour 

laquelle l'intervalle (o, X,), qui ne contient point de masse, est le plus 
grand possible. On peut dire aussi que c'est la distribution pour laquelle 
le moment d'ordre — i 

h 

est minimum. Cela se déduit aisément de certaines formules que nous don- 
nerons plus loin (n*** 77, 78). Si l'on a plusieurs solutions du problème des 
moments, on peut en déduire une nouvelle en multipliant ces solutions par 
des facteurs positifs dont la somme est i , et en les superposant ensuite. En 
partant des solutions 

qui dépendent du paramètre /, on pourra obtenir ainsi des solutions dans 
lesquelles la masse est répandue d'une manière continue sur l'axe. Nous 
croyons inutile d'écrire les formules explicites qui renferment évidemment 
des intégrales. 
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CHAPITRE X. 

SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS DE LA FRACTION CONTINUE. 



76. Supposons qu'à une distribution de masse donnant les moments 

^0» ^l> ^î» • ' •» ^A-9 • • • 

on ajoute une masse (j. concentrée à Torigine. Il est clair que c\ se changera 
en r„ -h (jl; les autres moments ne changent pas. Pour voir ce que devient 
hi fraction continue après cette modification^ il suffit de se reporter aux 
formules des n*'* Il et 12. On voit alors que le déterminant A„ devient 
A„ -H [^Cn-t , les déterminants B;,, C„ ne changent pas. Il s'ensuit que 






deviendra 



or 






— âT] -r fl'j r- . . . 1- ^în—i t 



A« 
donc a^n se changera en 

[i -+- fx (ai -h a, -+- . . . -h a,„_,)]' ûf,« m: «;„. 

blnsuitc, on voit par un calcul analogue que azn^t devient 

«în-4-i : [ I 4- ft ( rt, -f- a, -i- . . . 4- Oin-i)] X [ I -h fx ( a, -h a, H- . . . -h <7,„-».i )] = «',«+, 

Ces relations, on peut les écrire aussi 

I I 

= fx4- 



a, -^ «3 -+-. . .-h a,>t^., ^1 -h flTj-f-. . .-+- «îA-»-! 

(a', 4-^3-1-. . .-ha',A-_i)*«iÂ- = («14-^3 -+-••• -H «î*-i)*«î*- 

Sous cette forme, elles sont presque évidentes, puisque 

C* 

(a,-4- «3-+-. . .-+- a2*_,)'ajA = ■> .."' ■ 
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Si le problème des moments est indéterminé dans le cas des données 

Cqj C|, Cj, Cj, • • • 9 

il sera évidemment aussi indéterminé dans le cas des moments 

Co H- ^, Cj, Cj, C3, .... 

Mais, si Ton est d'abord dans le cas déterminé, pourra-t-il arriver qu'on 
soit dans le cas indéterminé après avoir ajouté la masse pi à l'origine? 
Nous avons déjà annoncé (n® 65) que cela ne peut arriver que dans un cas 
exceptionnel. 

En effet, on suppose la série 



1 



Ck 



divergente et les séries 



2^»*->' 2^» 



k 



convergentes Tune et l'autre. La première série est toujours convergente 
mais, pour que 

soit convergente, il faut et il suffît que 

•e 

1 

soit convergente. Il s'ensuit que la série 

1 
est convergente aussi ; donc 

1 

sera divergente, tandis que 

Zj ( «1 -h «s h- ... -^ «îA-t) 



('tk 



1 



F€ic, de T. — IX. A. 4 
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sora coiivtM'î^niliM'VKhMnimMil. On rsl donc dans le cas |mi! 
au irM>(), rt la solution du prohlcuK^ (K\s luouicnls csl don*. 
IruK* 

Mais, (Ml ajoulant la uiasst' |jl à l'orii^iiK*, ou ohtirui ni: 
fuiur. Mais j«» dis que la solution fornuM» par li*s nia>-^«- 
solution (|ui donne* la plus «grande concentration à Tnii 
scqucîit, du tvpi» 

lù) ciV(M, il V aurait autrement une solution axec , 
ri^ine, et, (mi otant la niasse |jl, on aurait un s\slrii> 
< Ya' ^a )? niais (pii ne serait pas idenli<pie avec n* - 
est iinpossihle. 

77. Sup|)osoiis inaintenant (pi(» Ton renipl.n 
lution (///,, .r,) du [U'ohlèine d(»s inonieni 
dcMiinienl la solution {nf,j\,.i\) pour le en 
Viiisi, si Ton <\sl d'ahord dans h* cas indt"l 
ce (»as indi'terniiné. Mais nous avons anii> 
est (rahoiil dans li» cas /A7<'/7y////f*, il p'» 
//0/////7, (pie le second |>rol)l(''ine soil iii ! 

(Vrs[ ce (pron dtiduira sans diMi» i- 
donner. 

Il esl clair <pie, |)ar le cliaiii^(Mneiil 
\ieiidra ( l„. 

DoiK*, si fff^ se cliani;»» en ft'., ou .•. 



*\ : ' 



f/ 



■I \ 



n,it,, 



ft ,„\ ff ^ • '/ 



Mii^uile, ou \oil lacileinenl i] 



\ oici niainlenanl les forir 

duiNanl la s«'*rie 

/.'■ 
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en fraction continue 



«1 


z 


• 
■ 




I 






«i 


1 




1 




• «; 


5 


-h. 

• 



on aura 



«1 = — 



a',,^, = a,, : (m — a,— a^— . 



'i« 



^«î^-iC'w — «1 — <ïk — . 






— «*«)» 



78. En dernier lieu éludions Teflet d'une translation sur un système de 
masses. Cela revient à développer, suivant les puissances descendantes 
de z, Texpression 



En supposant qu*on obtienne 



(S -+-/.)' 



»2 



II 



• > 



on aura 



, k^ k{k — 1).- 



-h ).*C.. 



I .1 



Un calcul facile montre qu'en remplaçant c^ par c]^ le déterminant A« 
ne change point, le déterminant B^ devient B^Qj^Ca), d*où Ton déduit 



Si A ^ o, un système indéterminé restera toujours indéterminé, mais un 
système déterminé peut se changer en système indéterminé dans un cas 
singulier, comme cela a été déjà énoncé au n^ 65. 
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CHAPITRE XI. 

EXEMPLES PARTICULIERS. 



79. Je vais donner maintenant quelques exemples : dans tous les cas la 



fraction continue sera com^ergente. 



Pour abréger, je supprime toujours les artifices qu'il faut employer pour 
obtenir la transformation de Tintégrale définie en fraction continue. 
Soit X un paramétre positif, je considère d'abord la fraction continue 



F(3,Â)=: 



I 



I -f- 



IH 



3 



3X 



On a ici 






Tune des deux séries 



Za ^tk^\y 2d ^*^ 



sera donc toujours divergente, et pour X = i elles le sont toutes les deux; 
la fraction continue est toujours convergente. Mais il y a lieu de distinguer 
1 (\s cas X < I , X >• I . Lorsque X <; i , on a 

1 

I/intégrale 



f 



u 



se réduit dinsi a une série; il y a sur l'axe une infinité de [)()ints matériels 

[(I -X)X"->, ,i(i~X)]. 
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Pour X > I , on a 



F(.-,X)--2x«[^-^(/i-i)(X-i)]' 



L'intégrale définie se décompose encore en série; la distribution de 
masse est 



[?^,(/i-i)(X-i)]. 



On voit que, lorsque X diffère infiniment peu de l'unité, les masses sont 
infiniment petites et infiniment rapprochées. Pour X = i, on a une distri- 
bution continue de masse, car on retrouve alors la fraction continue de 
Laguerre 

La distribution de masse doit être regardée comme variant d'une façon 
continue avec X. 

On a encore cette expression analytique 






d'où l'on déduit en effet, lorsque X < i , 



CD 00 



et, lorsque X >• ! , 






) 



80. On peut rattacher à rexemple précédent la réduction en fraction 
continue de la série 



KV il'* ir' 



9 ( if, jUL ) in IH 1 h - 



considérée })ar M. Poincaré (Af^v Mélliodes nouvelles dr la Mécanique 
céleste^ t. II, p. 3). 
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Si, dans le cas a <C t, on pose 



iV = >, ^ = — — 



> 



il vient 






Dans le cas a > i, on posera 
On obtient ainsi les fractions continues 



iV 



?{«', 


.H)- 
1^)- 


I 
I 


» 


I — 


1 






H 












I -+- 




il' 


H- 






I 


— «'-f- 




2fX 






I -f- - 

I 




awfx 




?(«'. 


— « 


v-i 

1 - 


3f 




tv-h 




iV 


H 






l-h 






f* 






I — 


w 


1 


atr^ 






t 




2fl 






I — tr 


'-h 


3fVfx 

i-h. 

• 


• • 



En supposant o^w^i, elles sont convergentes pour toute valeur 

réelle ou imaginaire de (x, à Texception des valeurs a = ; on s^assure 

facilement qu'il y a encore convergence pour toute autre valeur négative 
de (x. 

81. On peut généraliser l'exemple précédent en introduisant deux nou- 
veaux paramètres. Ainsi soit 



on aura 



f T—rTn ^" = F7— T I ^"î 

. («-+-6)« r(a)J z-\-u 
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pour X << I , 



pour A > I , 

_, . .. ^ a(a^j),,,(a^n-i) (X - i)^X- ^(^-^> 

F(5, A, a, 6)=: > î, ; r^ r— > 

^ • ' * ' ^ 1.2.3. ../l 5-h/ï(A — l) 







tandis que la fraction continue est 



m' 



a m 



m A 

I H 



( a -h 1 ) m 

2mX* 

I H 



(a-h2)/n 
3m>? 



où l'on a posé 



i-X 



I-X^ 



82. Je vais étudier maintenant, au point de vue de leur convergence, les 
fractions continues qu'on obtient pour les intégrales 



F^{z,k)= r en (a, A-)e--*^£/, 

Jq 

F, ( j, A- ) =r 1 sn ( w, k) e--** ^//, 

•'0 

3, A) = -3 / sn^ { u, k)e-^'^ du. 



Fv( 



En substituant pour les fonctions elliptiques leurs développements sui- 
vant les puissances de w, on obtient les développements suivant les puis- 
sances descendantes de z. Ces développements sont de la forme 

Ci Ct 



^Z «>ï ^7 



• • 
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dan> le cas de F,{z. k) et F^^j, A): de la forme 



£» _ Çi _ Çi _ £i 
.t .• .« .t 



dan» le cas de F,^^, k) el F4( j, A). Dans tous les cas les coeflîcienls c. sont 
dfs pol vnomes en /•* à coefficients positifs. 

Voici maintenant les fractions continues qui sont de la forme 



£i,r-i- 



OU de la forme 



OtZ^-i 



^1- — :r^— 

a^z -r- . 



I 

1 

I 



selon les deux formes du développement suivant les puissances descen- 
dantes de z. Dans le cas du second développement les valeurs des a, sont 
très compliquées; mais, en se bornant à considérer les réduites d'ordre 
pair [voir la forme (F) de TlntroductionJ, on a une fraction continue de 
la forme 

^. + a. ^^ 



1 Al 

-S* -h a,— 



avec des valeurs simples des X«, a^. 
Dans le cas de F, (Zj A), on a 

d'où 

[I .3. . .(2/1 — l)"]' I 
2.4. ..(2/1) J ^^' 

|_0.D. . .(2/1 — l) J 

Dans le cas de F2(z, A), on a 

^0=1, 6,„_, = (2/l — l)*A«, 6,« = (2/l)», 
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d'où 



«1=1, 



a.= ~^ 



a 



2/H-I 



a 



2/1 



L 2.^. . .(Vin) J ' 

3.5.. .(2n — I) J A*" 



Dans le cas de F., (:?, A), on a 
Dans le cas de F^ (z, A), on a 

>.„ —2, >.« z=: 2/^(2/^ H- l)^ (2/i 4- 2) A"', a,t z= (2/4)- (l -^ A"*). 

La démonstration de ces formules, au point de vue purement formel, se 
trouve dans un Mémoire que j*ai publié dans le tome III de ces Annales, 
J'ai ajouté ici seulement la réduction en fraction continue de F^(z, A ). 

83. Les fractions continues pour F^ (z, A), V^(zy A) sont convergentes 
pour toute valeur positive de A'*. Des lors elles doivent se mettre sous la 
forme 



.2 






« » 



mais nous allons voir que cette intégrale définie se réduit encore a une 
série. Substituons en eflet, aux fonctions elliptiques, leurs développements 
en séries périodiques, on trouve sans peine 



1 






[2 /J -h I ) TT 



F,(3,A) = 



L fi . V ^7^ i— -"1 



•0 



n -f- - 



(2/i-M)7;;_"-ï 



r (2/< -H qtt I' 

L 2K J 



-î 



F» (-.A) 



2 7r* "Y 



fi^q"* 



lin 



S» 



/A 71 y 



Fac. de T. - IX. 



A. 



J 












•::•;••/ 



• • 



• • 









• 






• • • 
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On reconnaît ainsi que les fractions continues pour F^(Zjk) et F^(Zyk) 
sont aussi du type que nous avons étudié. C'est ce que nous avons déjà vé- 
rifié d'une autre façon dans l'Introduction pour F^(Zj A*). 

Mais les réduites des fractions continues pour F^(zj A), F^(zj A) tendent- 
elles vers les expressions de ces fonctions que nous venons de donner? Pour 
ré[)ondre affirmativement, il faudrait savoir qu'on est dans le cas déterminé 
du problème des moments. 

81. Supposons A* < I, y <! '» Texpression de F,(j, ^t) montre qu'en 
[)osant 



1 

n -f- • 

7 * 



I 4- y*''-*' 
le système des masses 



[(2/< -4- i)7r1* 



(m„y jr„) {n —o, 1,2, 3, ...) 



est un système déterminé. Ensuite le système 

sera aussi déterminé; car, pour qu'il en fût autrement, il faudrait que la 
série 



2 ^'««-1 — 2 ^««(^»"^^»-+-----+"^ï'»-i)' 



soit convergente (i^oir n" 77); or, on constate que la série 



2 



^î/i^î« -1 



est déjà divergente. 

On en conclut que, M étant une constante quelconque, le système des 

masses 






I -h 7 



^j^^ — M, .rn— -^ (/i =0,1,2,3,...) 



est un système déterminé. Or, si Ton prend 



2/<-hl i—fj^^'^i ^ > > » / 
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on reconnaît immédiatement que le système 



1 

/I-4— 



(9.n-hi)q 2 
'''« = ^^ r-^ — y ^ 



[ ( ?w^ -f- OttI 



sera aussi déterminé. Cela prouve que la fraction continue pour F3(j, A) 
est bien dans le cas déterminé; la limite est bien égale à ^^{^z^ A). 
Considérons la fraction continue pour Fa (5, A). La série 



2 



^2/1-1 



est con^'ergente (il y a une concentration de masse à Torigine). Si Ton 
remplace c^ par c^h-, , on aura (n** 77) 









En changeant de nouveau c^ en C;^^.,, on aura 



donc 



^J/i-1 -^ ^2« ^4/i-l ^ ~V ^J/t t-I ^2«' 

CT" 



Or la série 

«^ ^î« + i ^2/i 

est manifestement divergente; il en est de même de la série 
ce qui prouve que le système des masses 



ru 






est un système déterminé. En prenant 



n i — //"* 



on reconnaît que le système 






est également déterminé, c'est-à-dire la fraction continue pour F^(w,A) 
tend bien vers F4 (:?, A). 
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Nous avons supposé A <] ' ? mais on voit facilement que 






= k'h\(kz,k). 



(-x-) = ^'*^^ 



ce qui montre que cette restriction est inutile. 

85. Les distributions de masses correspondant aux fonctions F(zjk) 
présentent toutes cette particularité que, lorsque A* tend vers Tunité, les 
masses deviennent infiniment petites, mais aussi infiniment rapprochées. 

Pour A' = I on obtient, comme limite, une distribution continue de 
masse sur l'axe. C'est le même phénomène que nous avons rencontré 
déjà (n" 79). 

Il ne semble pas sans intérêt d'obtenir directement la distribution cor- 
respondant à A == I, comme limite de celle qui correspond à A* = i — e, 
£ étant infiniment petit. Faisons le calcul pour F^ (z. A). Posons 

8 sera infiniment petit, et l'on aura q = e~^ avec une approximation suffi- 
sante. Ensuite 

et la masse $ (u) comprise dans l'intervalle (o, u) sera 



1 ^ 3 N tn-ht ^ 

_-0 — -0 — 

[\0 { e ^ e ^ e ^ 



si Ton suppose que l'entier n est déterminé par la condition qu'on doit 
avoir sensiblement 



[(2/1 + OttI 



2 
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en sorte que 

(2/1 -j- l)Ô zuTTvAi. 

A la limite, s et o tendant vers zéro, on aura 



I -h e-*' ' 



d<l^{ii) = 





du 



^u \e* 4- e * y 



Remarquons que, dans le cas A* = i , les fractions continues pour F3 (s, A), 
F^C^î A), qui sont de la forme (I^)» se ramènent facilement à la forme (I**) 
ou (I), et Ton reconnaît alors qu'elles sont encore convergentes dans 
ce cas. 

86. Je vais donner maintenant la fraction continue dans quelques cas où 
les moments c^ s'expriment très simplement par les polynômes de Ber- 
noulli, définis par la relation 

^^ - i = ?o(^)^-?i(^)^ -+-?*(>) ^ -H ?3(>0 7;^ -^•.•. 

en sorte que ?o(^) = ^ — ^- Oï^ supposera dans ce qui suit o < A < i . 
Considérons d'abord la série 

?,(>.) 93(>.) 9.->(>0 ?7(>0 

z\ ^i zr~ -8 • • • ' 

^ >^ /^ *» 

elle donne la fraction continue 

h. 



^5 



K 



.-^ "' 



.1 



où 

^0 = J>.(l~>0, 



2(2/1 — I ) 

^^« - 2(2/* -M) ' 
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La limite de la fraction continue s'exprime ainsi 






OU encore 



-H^)-K^--)] 

Nous avons posé ici 

eh (w) = cos(iu) = - 
La série 



^i -6 



enfin donne la fiaclion continue 



>^o 



-l 


-Hai 








X, 






*f 




+ «J 







m 



OU 

Ao =r A — j , 



X. = „. (îf^ . >.) (Hi; - x) , 

La limite de la fraction continue s'exprime par 

Jr* u du r e^« e-'^" *] 

[ iMrZr»l(e'^«-+.e?-'^")î-4cosMX7r)J 



ou encore [)ar 






*(■■--:-)- H "^"')] 



RECHERCHES SUR LES FRACTIONS CONTINUES. A.4l 

on a 

par conséquent {— i)"7.'««-«(^) ^^^ positif dans l'intervalle (o, ^,), négatif 
dîuis Tintcrvalle (^, i). 

88. On connaît le rôle que les polynômes de Bernoulli jouent dans la 
théorie de la formule sommatoire d'Euler et de Maclaurin. Les polynômes 
y„(X) jouent un rôle analogue dans la formule de Boole(77*^a//.ç^ on diffe- 
rcntial equadons, Chap. VI, p. i3; i85()) : 

/ (.^- H- /O --/^r) zzz :^(l!---îlll [/'(,r 4- A) 4-/'(^)] /i 



-f- 



- ( - 1)"-' ^^^ — r^, [/<'»-" (a- 4- h ) +/;««-') {X)] /««"-' 

I «SaO» • mKAnt 
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NOTE. 



1. Nous avons vu (n'»* 68-70) que, lorsque la série 

^1-+- bt-h ^s-f-. . . 
est convergente, la fonction ¥(z) est égale au quotient de deux fonctions entières de 

Nous nous proposons actuellement de trouver tous les cas dans lesquels F(^) est une 

fonction de t qui est méromorplie dans tout le plan. 

Puisque 

'td^(u) 



1 ^hu / 1 



ut 



il est clair que, pour cela, il faut et il suffit que la distribution de masse représentée 
par ^(u) se réduise à une concentration de masses 

(m„ii) (£=:l,2,3, ...) 

en des points 

Çi>5i>$3>5v>...>limÇ«=o, 

se rapprochant indéfîniment de Torigine, à laquelle peut s^ajouter encore une masse 
finie C placée à Torigine. Les m^ sont seulement assujettis à la condition que la série 



2 



nii 



doit être convergente. 

Nous avons remarqué (n** 4-8) que, lorsqu'un intervalle (a, b) ne contient point de 
masse dans la distribution représentée par 4>(//), Téquation 

ne peut jamais avoir deux racines dans cet intervalle : le nombre des racines dans cet 
Intervalle ne peut être que o ou i. Il sVnsuit que, dans le cas actuel, le nombre des 
racines plus grandes qu^un nombre quelconque positif / reste toujours fini et ne peut 
pas surpasser le nombre fini des nombres 

^ ^ ^ 

>l> ^i> "^ii • • • 

\ surpassent /. 

^vaol d^aller plus loin, faisons quelques remarques sur la manière dont se com- 
tes racines 

•^1» *^ti *^Zi • • • > '^n 
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de Inéquation 

et cela dans le cas général. Nous supposons ces racines rangées par ordre de grandeur 
décroissante : x^ sera la plus grande racine, et Xi^ j7,, . . . croissent avec n. 

Il peut arriver que ar^ croît au delà de toute limite, mais alors a?,, a?3, . , ,yXk crois- 
sent aussi au delà de toute limite nécessairement. 

En effet, supposons d'abord 

limj7i = oc, limj:,=iX, 

X étant un nombre fini. Il est clair d'abord que la masse Mj correspondant à la racine x^ 
tendra vers zéro, car 

D'autre part, Xj, x^y , . . restent toujours inférieurs à X : on aurait donc 



^'i 



et 



limcp,(X)=.*(X)=i-. 

"1 

La fonction ^{u) serait donc constante dans tout l'intervalle (X, oo), mais alors aucune 
racine de 

ne peut êlre plus grande que X. Cette contradiction montre qu'il n'est pas possible que 
Xi seule croisse au delà de touto limite. Et, de la même façon, on verra qu'il est im- 
possible qu'un nombre fini de racines croisse au delà de toute limite, en sorte qu'on 
aurait 

limjr,=i lima:, = . . ,=z\[mx/^=oo, 
Vimxj,'^i^=z X. 

Nous pouvons donc dire que le nombre des racines qui croissent au delà de toute 

limite ne peut être que o ou oo. 

Supposons maintenant 

lim.r,i= X, 

X étant un nombre fini. Il peut arriver que x^ soit la seule racine qui tende vers X, en 

sorte que 

lim J^j:=: X'< X. 

Mais nous allons montrer que, lorsque 

lim j"j= X, 

alors nécessairement x^, ^4, x^, . . ., tendent aussi vers X. Autrement, le nombre des 
racines qui tendent vers X ne peut être (|ue i ou oc. 
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Supposons en eflTel 

linKrj — - limjTjiiz. . .= Hinjr^i=: À, 
limx^^i zn À <^ À. 

On peut preiuire d'abord n assez grand pour que les k plus grandes racines de 

<v>J«(— -) =0 

loionl loutes comprises entre À' et À. Ensuite on pourra prendre n' a^sez grand pour 
<|nc 1rs k j>lus grandes racines de 

«oicnl comprises entre la plus grande racine de 

cl >.. Mais il est clair qu'alors les A plus grandes racines de 

Hcrai(*nt toutes comprises dans l'intervalle de deu\ racines consêculives de 

Qm^tmi— S} — o. 

i )r iiou> savons (|ue cela est impossible, à nfoins qu*on n'ait A' = i. 
Si .l'i est la seule racine qui tend vers /, on aura 

lim j*j=: À'«< )., 

«•i Ton verra de la même façon que le nombre des racines qui tendent vers y ne peut 
iMro (|uc I ou 30. Dans le premier cas, on aura 

lim.r, ziT A •< A , 

t*>t Ton voit encore que le nombre des racines qui tendt^nt vers À* ne |)eul être que i 
ou X, et ainsi de suite. 

3« Ucvenons maintenant au cas du n® 1, c'est-â-tlire supposons que la l'o-iction 4>( // 1 
«iTocto la forme particulière que nbus avons imliquêe. Nous allons montrer qu'ttn a 
ilor«« nécessairement 

lim ^i«_j ^=^ lim ^j^ nz o. 

Sitit, on ellet, s un nombre positif aus^i |>etit qu'on voudra. Parmi les nombres 



> ^ > 
^ r ^ 

-•i» -«î» >»» 



«t V tu * ^ulement un nombre fini k qui soient plus grands que •• Parmi le> racines 

Qsiti— -) = o, 

yy. xi. seules peuvent surpasser s, mais .r^^, est certainement inféneur à 

'^Basuile ces racines .r,, .r^, . . .,.rx en nombre fini tcn<lent certainement pour 
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n -_=: 00 vers des limites finies. Désignons maintenant par »r',, .r'j, . . . , ,r),^j les racines 
de 

Qi/i-iC— -) = <^ 



on aura 



donc 



j'j -I- .Tj -r . . . -+- 'f „ ^ I "— ©i -f- c/j -i- . . . -f- ^i/i-«-]) 
J'i -h .^1 -+-... -4- .r« HZ ^, -h ^, -h . . . -+- htn-\y 

k H 

Or, si Ton se rappelle que les racines a^\. sont séparées par les racines .r/, il est clair 
que 

k ^ i 
car 

*i « 

et .r^ — .?*).^j est positif. Diantre part, la somme 

k 

1 

peut être rendue ausf>i petite (|u'on V(»udra, par exemple inférieure à s, en prenant tt 
suffisamment gran<l; il vient donc 

et les quantités h„ tendent vers zéro. 

Ainsi, pour que la fonction F(c) soit méromorplie en / t= -> il faut certainement 
que b„ tende vers zéro. 

k. Nous allons montrer maintenant que cette condition est aussi suffisante et que, 
toutes les fois qu*on a 

liin^j„_,— .: Iim/->t,, ^ o, 

K( j) est l»ien méi'onior|>lie en z~K 

Pour cela, nous allons faire voir d'abord que ces con<litions entraînent cette consé- 
quence : 

Le nombre des racines de 

qui surpasse un nombre positif (pielconque /, ne croit pas au delà de t<nile limite, mais 
reste invariable dès que n surpasse une certaine limite. 
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Considérons la suite des fonctions 

(5t) Qo{z)y Qt(z), Q,{z), ..., Q,«(5), ..., 

il s'agit de faire voir que le nombre des racines d'une ê<}ualion 

Qî/i(-) = o, 

qui sont comprises entre — /et — oc, finit par être constant. 

Or, ce nombre est égal au nombre des variations perdues, en posant, dans la suite, 

Q.(=), Q.(5) Q,«(-). 

(Pabord z =^ — oo, ensuite cm — /. Mais, pour z^ — oo, on n'a que des variations; 
tout revient donc à montrer que, pour z z= — /, la suite (a) n'a qu'un nombre fini de 
permanences, c'est-à-dire qu'on ne rencontre que des variations dès que n surpasse 
une certaine limite. 

Pour cela, revenons à la relation entre trois fonctions consécutives; on peut Técrire 

^î/i-l Qî« (-) = (- -H ^in-l 4- ^,«-1 ) Q,«-, (z) — 6,„», Q^n-k ( 5 ). 
Posons 

'--- Q,„(=7f 

il viendra 



D'après Fliypotlièse, on a 

lim^,„_,= lim6,rt-i=^o; 

donc, dès que n surpasse un certain nombre v, on aura certainement 

1—2 btn-t 



àtn-l 



>2, 



parce que le nombre positif / n*est pas nul. Nous supposerons maintenant n >■ v. On 
voit alors que si X;,_,<i certainement X;, sera positif et compris entre o et i, c'est- 
à-dire qu'on aura aussi X;,«< i, et, par suite, tous les nombres 

sevoul posili/s, plus petits que l'unité. 

Mais supposons la valeur de X„_i quelconque et calculons la suite des quantités 

\ous distinguons divers cas qui épuisent tous les cas possibles. 

L'un des nombres X;t est infini, X,„ = oo, alors X,„^.|i= o <; i, et, par conséquent, tous 
les nombres 

^/M-t-2> ^m-k-ly 'v/n-4> • • • 

soni positifs, plus petits que l'unité. 
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Si aiicuu des nombres X^ n'est infini, ils seront tous finis, et ils seront : 
Ou bien tous >> i ; alors il est évident qu^ils sont aussi tous positifs. 
Ou bien on en trouvera un )v//=i) ^t alors nous avons vu que 

'v/i4-l> '^«l-»-2> ^m-*-ii • • • 

sont tous posili/s, plus petits que Tunité. 

Ainsi, dans tous les cas, les nombres X^- sont constamment positifs dès que k sur- 
passe une certaine limite. 11 est évident, diaprés ce qui précède, que nous avons établi 
ainsi la proposition que le nombre des racines de 

Qi/i(— -)--o, 

qui surpassent un nombre positif quelconque /, ne croît pas au delà de toute limite, 
mais reste invariable dès que n surpasse une certaine limite. 

5. Il est facile maintenant d'achever la démonstration. La racine .r^ tendra vers une 
limite finie ^i, et c'est la seule racine qui tend vers cette limite, car le nombre des ra- 
cines qui tendent vers ^i est i ou oc, mais il ne peut être oc, parce que nous savons (|ue 
le nombre des racines qui surpasse un nombre / est fini. Knsuite .r, tendra vers une 
limite Çj^ $|, et ce sera la seule limite qui tend vers Ç,, et ainsi de suite. Généralement, 

on a 

limx^.=: $A^ 
et 

La masse M| correspondante à Xj tendra vers une limite nii-io en diminuant tou- 
jours, mais il est facile de voir qu'on ne peut pas avoir /?Jiz=o. 

En eiïet, on voit facilement que, dans ce cas, la fonction ^{u) serait constante à 
partir de f/ = ;,<< ^i, mais alors aucune racine ne surpasserait ^2, et la racine qui tend 
vers 5, n^existerait pas. De même, la masse M, correspondante à x, tendra vers une 
limite m, qui n'est pas nulle. En effet, nous savons que M, 4- M, diminue toujours; 
cette somme tend donc vers une limite, et il en est donc de même de Mj. On ne peut 
pas avoir m,z=o, car, alors, il est aisé de voir que la fonction 4>(w) serait constante 
dans tout l'intervalle (i,, $,), et cet intervalle ne pourrait pas renfermer les deux ra- 
cines Xi et or, qui tendent respectivement vers ç, et Çj, et ainsi de suite. 

11 est clair que <?«(//) tend toujours vers une limite finie pour n z=oo, et celle limite 
est dès lors m *(w). Et cette fonction *(//) afl'ectebien la forme particulière indiquée 

plus haut (n° 1), en sorte que E( - ) ^sl une fonction méromorphe de /. 

Ainsi, pour que El - J soit une fonction méromorphe dans tout le plan, il faul et 

il suffit qu'on ait 

lim bi„^i=i lini^„t:= o. 
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INTRODUCTION. 



L'équation 






dans laquelle u désigne une fonction de .r, ^^, /, et A* une constante positive, 
se présente dans la théorie de la chaleur quand on étudie comment varie 
avec le temps la température d'un plan indéfini. On donne à cette équation, 
en posant kt = 3, une forme un peu plus simple 

^ à* u ô^ Il du 

J'étends à cette équation quelques-uns des résultats donnés par M. Appell 

dans une Note Sur l'équation -7-^ — — = o (Journal de Mathématiques 

de Jordan, p. 187). 

On peut trouver par un calcul direct toutes les transformations qui con- 
servent à l'équation Sw = o sa forme. On applique l'une de ces transfor- 
mations aux polynômes entiers en ,r, y, z qui satisfont à l'équation Sw = o. 

En considérant, en même temps que l'équation ht = o, l'équation ad- 

Fac. de T. — IX. B. I 
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$ désignant une forme quadratique dont le discriminant est le hessien de 
la fonction U(X, Y, Z). 

On obtient des expressions analogues pour -p> -p» puis pour-r-^- bil on 

substitue dans ou les expressions de -r- » -y- et SU et si Ton divise par X le 

résultat de cette substitution, on obtient Téquation transformée sous la 
forme 

A â\ ai ôA 

2 ^ /^ àX àiJ ô\ àUàA\ i (Yk fd{] 0\ ()V ô\ àV âA\ 
"^ À d\ \d\ ôx "^ ô\ ôjc "^ M ôx) "^ 1 dy \d\ dv "^ ô\ ôy "^ dA Oy) 

■^ d\dZ \dx âx "^ ()y ây)'^ ÔAOX \0x àx '^ Oy Oy ) "^ 0\ 0\ \0x Ox "^ Oy Oy) 
En identifiant cette écjualion transformée avec 

O^V 0^1} 01 



oTz= 



0\' "^ OY' OA ' 



on trouve 



(i) 61 = o, 

, , ^-. 2 01 0\ 2 01 0\ 

/ Ox Ox / Oy Oy 

. 0\ OA 0\ OA _ 

^'^^ Ox Ox ^ Oy Oy^^' 

^^^ \d7) ^ K'dj) =- r ^ITr 01.^1 7)y Tv )' 

il faut joindre à ces écpiations trois autres qui se déduisent de (2), (3) 
et ((3), en y remplaçant X par Y, et que nous désignerons par (^2)', 
(3)', (G)'. 

1(6). — Nous avons donc à étudier un système de neuf écpiations; mais 
ce système se simplifie beaucoup si Ton se limite au cas des fonctions 
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réelles. Dans ce cas, Téqualion (5) donne les conditions 

ox oy 

qui font déjà disparaître les équations (3) et (3)'. 

Si l'on écrit les équations (G) et (6)', en tenant compte de ces nouvelles 
conditions, et, si Ton en rapproche l'équation (4), on a un système d'équa- 
tions en X et Y, savoir 

(gr-(f)'=f. 

^^^ dx ôx'^ dy dy ~^' 

d'où l'on peut conclure, comme nous allons le voir, les identités 

dx^ "^ dy"^ "" ^' ôx^ "^ ày^ "~ ^' 

En effet, d'après (6), -r^ est positif; nous pouvons poser 

puis, en tenant compte de (6) et (6)', 

-^— =:Kcosa, -rr— = Rsnia, 

ox Oy 

-— =Rcosp, -T— =RsmS. 

ax ^ ây 

Alors la condition (4) devient 

cos(-3 — a)i=o 
ou 



^ 2 



En prenant p = a -h -, nous trouvons 



et, par suite, 






ôY à\ 




dx dy ' 



-r— :=— Rsma, -7— — Rcosa 

()x dy 



dy ~ dx' 
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et l'on sait que ces égalités enlraiiient 






Si l'on prenait p = a — f » les résnllals se dédiiiiaitMil (l(»s précéd^Mils 
en changeant Y en — V. 

On peut démontrer que a est indépeudant de x el de >' : en ellrl, 1rs 
identités 

donnent, en se rappelant cpie U ne dépend (\ur de z, 

— Sin 3C -T h C0S5C-T- = o, 

().v o y 



et, par suite, 



ros a -, h siii 5« -— =1 o 

Or Oy 



OoL Otl 

-- — o, - - o. 

O^r y 



Ainsi a est indépendant de x, y el, puisfju'oii a posé. 



-— =i;cosa, -T— — Hsnia, 

Ox Or 



R dépendant seulement de j, on voit (pir \ rt Y sanl ttrs •, . 
aires de x et y dont les eoejjieirnts sont fonriions tir :, 



r.\ . s- 



' \x ».\. . V 



l(c). — On en conclut d'abord rpie o\ r( i\ se rêiluisoni 

ment à r- et à t-- Alors !<•> éinuilioiis (•») i«| i »^ dx^M'»»» ^ 

oz Oz 1 ^ 

posant 2 Log A = UL, 

O'x 0\ Oi 0\ 0\ 
Ox Or Ov Oy Oz 

O'x 0\ O'J. 0\ 0\ 

* ■ 

Oi Ov Oy Oy Oz 
\ous pouvons éliminer ;x «.riln' c»*> d»ij\ ^'•q|Ji^lioll^, rn lr> résolvani par 
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rapport à -p> ^ et en écrivant que 

dy \dx) dx \dy) 

Détaillons ce calcul. 

D'abord, en tenant compte des relations 

^— _ ^ ^-^ 

dcc dy ôy ôx 

on peut dans les premiers membres des équations en y-> j- ne garder que 

l'une des fonctions X et Y, par exemple, X. Les deux équations devien- 
nent 

d[i d\ dix â\ ___ ô\ 



âx ôx dy dy âz 
dix d\ dix d\ __ dY 



dx dy dy dx dz 
et, comme 



( 



dx J \dy ) dz 

on obtient, en résolvant, 

dZdix _d\d\_d\ù\ 
dz dx dz dx dz dy 

dldix__ô\â\ à\d\ 
dz dy dz dy dz dx 

Différentions par rapport à y les deux membres de la première équation, 
puis, par rapport à x^ les deux membres de la seconde équation, nous 
trouvons successivement 

dZ d^ /d]x\ _ d^X d\ _ d^\ d\ 
dz dy\dx) dydz dx dx dz dy ' 

dZ à_(àix\_d^ d\ __ d'\ d\^ 
dz dx\dyj dxdz dy dydz dx ' 

en retranchant membre à membre, il vient 

d^\ d\ d^\ d\ 



dx dz dy dy dz dz 



o. 



SLR L ÉQIATION DE LA CHALEUR. B.7 

l (r/). — Eu tenant compte des résultats obtenus dans les deux para- 
graphes précédents, nous allons pouvoir calculer successivement ~y -p 

et remonter de là à X. L'égalité qui donne ~^> savoir 

ôx dz ôz ôx àz ôy 

montre (|ue -p contient x Qiy au premier degré; dans le second membre, 
le coeflicient de / est nul à cause de l'identité ([ue nous avons rencontrée 



ôx ôz ôy ÔY ôz ôx 



donc -^ est de la forme 
ôx 



ôix 



p (ilq ne dépendant que de :î; on en déduit 

p x^ 
IX— ^-— -^qx'^^(y,z); 

on voit de même la forme de (x considéré comme fonction de y, et on en 

conclut 

; IX = LogX = Ax» -h Cj» -H D^ -h E/ 4- F, 

les coefficients A, C, D, E, F ne dépendant que de z. On a par suite 

11 reste à déterminer les fonctions inconnues de z en écrivant que A 
vérifie Téquation 



.,,, Ô'I on ôl 



Comme Ton a 



4^=X(2A.r-hD), ^ -'k(2\x^l)y-h2\l, 

ôx ôx^ 
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on voit que Téquation Sa = o donne 



et l'on trouve ainsi, pour déterminer A, C, . . . , les équations 

A' = 4 A', C'=4CS 

l)'=4AI), E'=4CE, F'=D»4-E»-+-2A-+-2(:. 

Os équations s'intégrent aisément; on obtient 

''- 4(^4-/:)' 
E = 



A- 


I 


4(5-H/')' 


D — 


a 


2(c-h/0' 


a' 


^* 



2(3 -h X:) 



a, b, h et A' désignant des constantes, et il en résulte pour X l'expression 

{ (e). — Nous pouvons maintenant achever de déterminer X et Y; X 
satisfait à Téquation aux dérivées partielles 

ou, en remplaçant X par sa valeur, 

X —-a c)X y — b d\ d\ 



z -\- h dx z -\- k ây dz 

tir 

En appliquant la méthode ordinaire pour intégrer les équations linéaires 
aux dérivées partielles, on trouve que l'intégrale de cette équation est 
donnée par 

V /•/ \ x — a y — b 



/(w, v) désignant une fonction arbitraire de deux variables. La vérifica- 
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lion (le ce résultat s'aperçoit immédiatement en comparant 

d\ là/ â\ 1 df 






Ox z -\- h du Oy ^— h k du 

d\ X — a df y — b df 

dz ~~ {z^nïy dû ~~ Iz'^^ky- dv ' 

Nous savons, d'autre part, que X est linéaire en a;, y. Donc X est de la 
forme 



Y — p 1 ? _L. o ^ ^ -+- X • 



dç même 



^ = '>.f^*0.|^^v 



p, Q, Xo, P,, Q,, Yo étant des constantes. Enfin les relations entre les 
dérivées de X et de Y donnent 

i\ _ Q Q, P 



z -h h z -\- A' z 

et, par suite, 

k=zh. P,=~Q, Qi=P. 
Posons 

P:=pcosa, Q = 4-psina; 
alors, d'après l'équation (G), 

dZ _ p' y y __ p» 

dz-{z-^hr' A-A.-- 

Nous trouvons, en définitive, 



X — \o^=P 7 cosa -+- r-sma ), 

'^ \ z -\- h z -\- h y 

vv ( X — a , y — b \ 

I — io = P 7-sina -H rcosa ), 

'^ \ z-^ k z -i- h y 



0* 



7 / — _ 

ij ^rt — — 

z -f n 

Ainsi la substitution la plus générale conscn'anl à r équation ou — o 
sa forme est 

//=C— ^-e *' = -^'" U(X, Y, Z), 

z -\- ti \ > » /1 

Fac. de T. — IX. H. 2 



B.IO E. LACOUR. 

G, a, />, h désignant des constantes et X, Y, Z ayant les expressions 
données par les formules précédentes. 

2. Cette substitution générale est composée avec les substitutions 
simples 

//zziUie *= , X=-, Y=:-^, Z = -l, 

^ ^ ^ ^ 

auxquelles il faut joindre les substitutions correspondant à une transfor- 
mation des coordonnées. 

Remarquons encore cette conséquence des formules précédentes : si 
/(•^*? y^ ^) est une solution de l'équation tu = o, on a une autre solution 
en considérant la fonction 



3. L'identité 



*, V ^ *. ( du dv du dv\ 

Ô(UV) =1 UOV -^ i'OU-h 2[ ^r- -^ h 1 z- ) 

\aa^ ojc ôy oy ) 



se réduit, dans le cas où u est indépendant de. y et p indépendant de x, à 
la suivante : 

Donc, en multipliant une solution de l'équation 

c?*M du 

par une solution de l'équation 

dy'^ dz ~~ 

(et en supposant u indépendant de j^, p indépendant de a?), on a une solu- 
tion de l'équation 

d^u d^u du 

dx'^ dy^ dz 

Cela se vérifie immédiatement sur l'exemple 



SUR l'équation de la chaleur. B.ll 

Si l'on développe e^'-^'^ suivant les puissances de a 



i>.i=. te 



e«^a.._2y^^V,(x,5): 



1^ = 



on sait que les coefficients Vj,(;r, z) sont des polynômes entiers en j:: et :; 

homogènes et du degré v par rapport à a? et \[z^ et qui vérifient Téquation 
ô^ u du /^ 

\n{a:,z) = x'*-h n{n — i) j?"-* - 4- /i(/i — i) (w — a)(/i — 3 ) j:»-» -^^ -+- . . . 

OU encore, en posant ç (.^) = a;'', 

De même, V;,(/, :;) vérifie l'équation y-^ — ^ = o. D'après cela, si l'on 
pose 

U est une solution de l'équation Sw = o. De plus, u est un polynôme entier 
en Xj yj z homogène et du degré p -h q en x, y et \fz. 

Or si l'on cherche, par la méthode des coefficients indéterminés, le poly- 
nôme le plus général entier en x^ y, z homogène et du degré n en x, y^ \/z 
vérifiant l'équation eu = o, on trouve de suite que ce polynôme contient 
linéairement /^ -h i constantes arbitraires, puisque les coefficients du déve- 
loppement 

peuvent être calculés au moyen de l'équation 

du â^ii à- a 

Oz Ojc"^ Oy'^ 

dès que Ton connaît le polynôme homogène et de degré n en .r, y auquel 
se réduit u pour ;; = o. 

D'après cela, on peut prendre pour le polynôme cherché Texpression 



P=:n 



p=0 

les lettres Aq, A,, . . ., A;, désignant n -f- 1 constantes arbitraires. 
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Efiectuons sur ce polynôme la transformation du n** 2, nous trouvons 
une fonction 

qui est homogène et du degré — (/i -h 2) en a;, y et y/^, et qui est aussi une 
solution de l'équation 8u = o. 

4. La notion d'équation adjointe, due à Riemann, conduit à l'extension 

du théorème de Green (voir Leçons sur la théorie générale des surf aces ^ 

de M. Darboux, t. II, chap. IV). Si l'équation différentielle considérée 

est 

^ d^ u d^u du 



l'équation adjointe est 



oV = -T-:i -^ -T—. -^ -^ = o. 



Il est facile de retrouver, dans ce cas particulier, l'extension du théorème 
de Green. Une intégration par parties donne l'égalité 



C —d — — — C— — d 

j âx* àa: j dx dx ^ 



et, en échangeant u et p, 

C — l — — ^ f— —d ' 

J ôx^ ~ dx J dx dx 

En retranchant membre à membre ces deux égalités, on fait disparaître 
les intégrales du second membre, et en intégrant par rapport à^, puis par 
rapport à ^, 



de même 



fff{"JF'-'?f^)'^''''^'^'=f{"^-'^)'^'''^'' 



Ajoutons les premiers membres et introduisons 8u et S'(^', de telle façon 
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que les termes ajoutés donnent une différentielle exacte, nous trouvons 

/ / I {ud'v — vdu) dx dydz — / / j (11-^-^ -^ v -j^\dxdydz. 

En définitive, si l'on considère un volume V limité par une surface S, on 
a l'égalité suivante, donnant l'extension à l'équation ùu = o du théorème 
de Green, 

(8) f f f {ud'v — v8u)dxdydz 



l'intégrale triple étant étendue au volume V et l'intégrale double à la sur- 
face S, et la définition de ces intégrales étant précisée comme elle l'est dans 
la démonstration du théorème de Green (*). 

L'intégrale triple qui figure dans la formule générale disparaît quand on 
prend pour w et p des fonctions qui, dans le volume V, sont finies, continues 
et admettent les dérivées qui figurent dans la formule et vérifient les équa- 
tions 

(5w zz: o, 0' i' zr o, 

et la formule devient 



( 



^^ ffS^''%c-'''d7^ 



5. Appliquons cette formule au cas où la surface S est un cylindre de 
révolution autour de l'axe O:; limité par les deux plans 



et où l'on prend 



.,, ^ — *,j, 



, £^r' 



// = -le *- , v:=iy^{x,y, — z) (->o), 

de sorte que l'pn a bien 



eu z=z o, Ô' (' =: o. 



Nous remarquerons d'abord que la formule (9) peut s'écrire 

(*) Voir Emile Picard, Traité d'Analyse, t. I, p. i38. 
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en désignant par da un élément de la surface, par cos(/2,^), cos(n,^), 
cos(n,z) les cosinus des angles que fait avec Ox, Oy, O J la normale en 
un point de Télément quand on prend comme direction pOHÏtivc sur cette 
normale la direction suivie sur cette normale par un mobile qui traverse- 
rait l'élément de surface en allant de l'intérieur à l'extérieur du volume 
considéré. 

L'intégrale double est étendue à la surface totale du cylindre. Consi- 
dérons d'abord les deux bases; nous supposerons z, etZi positifs cl 3,^ = ,, 
de sorte que Zj correspond à la base supérieure Bj et z, à la base infé- 
rieure B,. Soient I, et Ij les parties de l'intégrale double qui sont données 
par les bases B, et B,. Pour la base supérieure, on a constamment 

j! = 3„ cos(/i,a;) = o, cos(«,^) = o, co%(n,t) = i, 
de sorte que I, est donné par l'égalité 



-Ib" 



', dx df, 
en posant 

Pour la base inférieure, on a constamment 

S = Si, CÙS{n,x) ~0, COS(n,/) = 0, C08(«,3) =:- 

de sorte que 



^•=-fl-" 



en désignant par u, et v, ce que deviennent u et c quand on y fait z = 
Quant à la partie I, de l'intégrale correspondant à la surface laté 
nous allons démontrer qu'elle tend vers zéro quand le rayon R du cyli 
augmente indéfiniment. Posons 

a: = Rcos(î, v = Rsin5, 
il en résulte 
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p =:V„(x,^, — z) devient un polynôme entier enR; il en est de même pour 

ox ôy 

D'après cela, l'intégrale 1/ prend la forme 

/ VdBdz, 



P étant une somme de termes dont chacun est le produit de l'exponen- 



tielle c *• par un facteur qui devient infini comme une puissance déter- 
minée de R quand R augmente indéfiniment. Donc chacun des termes de 
P tend vers zéro quand R augmente indéfiniment. Il en est de même de P 
et, comme le champ de l'intégration est limité, puisque l'on a 

O < 5 < 271, 

l'intégrale 1/ elle-même tend vers zéro quand R augmente indéfiniment. 
La formule se réduit à 

(lo) / / u^K\dxdy— \ I UiK^dxdy, 

Pour faire sortir z de chacune des intégrales, posons 

en nous rappelant que z reste constamment positif, il vient 

dx dy , .^ 
— -^ = doL d'fiy 

u =z -e * , 

II 



= ^'V„(a,;3, -1), 



/ uvdxdy — z^ f I c * V;,(a, j3, — i)^/a(Y.3. 

Si, dans cette dernière égalité, on fait successivement r = j,, puis 
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j =: jj, les valeurs que prend le premier membre sont égales, d'après la 
formule (lo). On a donc 



(=i-=i^/:'/ 






^•l comme z^ et z^ sont différents 



/./ 



e * V,(a,?,-i)rfarf3 = o. 



(Jette égalité peut se déduire d'une formule de M. Hermite {Comptes 
rendus j t. LVIII). Soient 

et '} la forme adjointe de 9(^,jk)? les polynômes U;„,„ et V^ „ de M. Her- 
mite sont définis par les égalités 



2 /-m /-» 
_ iLi V 

et la formule que nous voulons rappeler est 

Oimme V^o = i , un cas particulier de cette formule est 

6. Nous ferons encore une application de la formule 

4- / ( "-] ^-p ) cos(n,y)c^^4- / £/(^cos(7i,x)cfcr, 

déduite de la formule analogue à la formule de Green, en y sup|iosant 
Zu = o et 2'(^ = o. 



suiv l'équation de la chaleur. B.17 

Nous prendrons 



>. — J|«-»-.fX-.V.« 



/(^JC^y^i z) étant par liypothèse une solution de Sw==o; quant à i', on 
vérifie immédiatement que Ton a 8'r = o. Nous étendrons l'intégrale à la 
surface totale d'un cylindre de révolution dont Taxe est donné par les 
équations 

X — /. = o, y — 1^ = o, 

et dont le rayon est R. 

Considérons d'abord la partie de Tintégrale qui correspond à la surface 
latérale; on aura 

de sorte que 

Dans l'intégrale 

le coefficient différentiel tend vers zéro quand R augmente indéfiniment, si 
l'on fait l'hypothèse que w et -t— restent finis quand x et y augmentent in- 

(J X 

définiment, et, comme le champ d'intégration est limité, l'intégrale elle- 
même tend vers zéro quand R augmente indéfiniment. 
Il en est de même de l'intégrale 



/ / ("1 r-r- cos(/J, i^é/o-, 



si l'on suppose que r et -^ restent finis quand x qX, y augmentent indéfini- 

ment, et, comme pour un point de la surface latérale on a cos(/i, z) = o, 
on voit que la partie du second membre de la formule (9) qui correspond 
à la surface latérale du cylindre tend vers zéro quand le rayon augmente 
indéfiniment. Il reste à considérer les deux bases z = z^ et z = z^- 

En raisonnant comme on l'a fait dans la première application de la mémo 
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formule, on voit que les valeurs correspondantes de Tintégrale 



/ a^cos(/^, z) da 



sont, en supposant :?, < r^, 



r / / e ♦'2;-^«) f{x,y,zt)dxdy 



(.r — X|»-f-f.v — {A) 



I /* t.r — A)»-»-t.v — t^)* 

— /^ MC--.» f{^v,y,z^)djcdy, 



de sorte qu'on a, en définitive. 



C 



Ile *'C--.' /{x,y,zi)dxdy 



ao «^ — se 



= — — -/ / ^ *iC--«» f{x,y,Zi)dxdy, 

ou, en remplaçant î^ par :;, x eiy par X et [jl, 

(12) / / e ♦13-3.» /{'k,ix,zi)d'kdix 

, /»-^-* x^-»-* (.r-> )*-»•( y -{D* 

= / / e ♦(*--«' f Çky [ly z^) dl dii. 

7. Rappelons les propriétés de la fonction f{x^y^ z)^ sur lesquelles on 
s'est appuyé dans la démonstration, on suppose que 

u—f{x,yyZ) 

est une solution de âw = o admettant les dérivées qui figurent dans les for- 
mules pour toutes les valeurs de z satisfaisant aux inégalités 

a<z<b, 

c'est-à-dire pour tous les points d'une tranche comprise entre les plans 
parallèles :; = a et ^ = 6. On suppose, en outre, que w? x" » ;i~ restent finis 

quand 07 et y augmentent indéfiniment, ou, si ces fonctions deviennent 
infinies, que leurs produits par une exponentielle <?-*'(*' ^J"') tendent vers zéro 
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pour a?. cl ^ infinis, A* étant une constante différente de zéro. Knfin on a pris 

Cl l'on a supposé ^ supérieure à la j)lus grande des valeurs considérées de z. 
En supposant toutes ces hypothèses réalisées, on ])eut dire, d'après 
Tépalité (12), (pic la fonction 

(i3) F(x, r,3)rzz— '— / / e *= - fa,ix,z,)rildii, 

où l'on suppose que z'^z^ est indépendante de z^, On aura, en particu- 
lier, puisqu'on peut faire Zt = a^ 

Mais, quand z tend vers >3,, Tintégralc (i3) tend vcrs/|7r/(./;, j% z^); cela 
se démontre rigoureusement par un raisonnement entièrement analogue à 
celui qui est donné, pour une fonction de deux variables F(xj y), dans le 
Mémoire de M. Weierstrass, Uebcr Funclionen einer reelh^n Veràndrr- 
lichen (Sitzun^sberichte, p. 8o3 ; i885). 
On a donc la formule 

/ /{l,ix,a)e ^'^^-"~ cil dix, 

qui détermine la fonction /(c-t-, y, z) dans la tranche considérée, quand on 
connaît la valeur de la fonction sur la face z = a. 
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et à la Faculté des Sciences de Paris. 



J'appelle surfaces harmoniques les surfaces dont rélémenl linéaire est 
réductible à la forme 

ds^ — [U(/0 — V( i')] {dii" -+- dv^ ), 

qui a permis à Jacobi de trouver les lignes géodésiques des surfaces du 
second degré. 

Les résultats du présent travail (') sont de nature diverse, mais se 
groupent naturellement ensemble à raison de la similitude des procédés 
qui les fournissent. Nous déterminons d'abord les surfaces harmoniques 
dont les lignes d'égale courbure sont parallèles, puis celles qui sont réglées. 
Enfin nous étudions les surfaces pour lesquelles le problème des cercles 
géodésiques admet une intégrale quadratique. 



(*) Première Partie de mes Recherches sur les surfaces harmoniques, qui ont obtenu 
de TAcadémie des Sciences une mention honorable dans le concours pour le prix Bordin 
(1892). L'auteur, ne devant pas se faire connaître, ne pouvait renvoyer à ses travaux anté- 
rieurs. La citation en sera faite en note, entre crochets. La deuxième Partie de ces Re- 
cherches a paru dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées (4* série, t. X, 
p. 33i; 1894)) la troisième et dernière dans les Annales de l'École Normale supérieure 
(S* série, t. XII, p. iJS; 1895). 
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CHAPITRE I. 



» « 



LA METHODE DE L'INTEGRALE QUADRATIQUE POUR LES ELEMENTS 
LINÉAIRES DONNÉS SOUS LA FORME DE GAUSS. 



1. Nous prendrons pour point de départ une proposition due à 
M. Massieu, qui est capitale dans la théorie des surfaces harmoniques et 
qui peut s'énoncer ainsi (* ) : 

TuÉORÈME FONDAMENTAL. — Pour qu'uiie suvface d'élément linéaire 

(i) ds^^Edu^-h 2F du di-^ G dv^ 

soit harmonique, il faut et il suffi,t que Véquation aux dérivées 
partielles 

(2) ^{u,i^;p,q)— -^ — ^^. _p — = iy 

dont dépend la détermination de ses géodésiques, admette une intégrale 
quadratique 

(3) I zti A/>*-f- 2Bpq -¥ C/;'=:consi., 

dont le premier membre n'ait pas de facteur linéaire ^p^riq commun 
avec le trinôme E^r' — 2 ¥ pq -h G/?*. S/, pour une valeur convenable de 
la constante S, la forme I — SA est le carré d'une fonction linéaire de 
p et de qj la surface considérée est applicable sur une surface de révo- 
lution. 

Celte proposition fournit, on le voit, un moyen théorique de reconnaître 
si un élément linéaire donné est ou n'est pas harmonique. En effet, la con- 
dition connue pour que la relation (3) soit une intégrale de l'équation (2) 
est que Ton ait, pour toutes les valeurs de p et de q^ 

(/ \ '^4 î!L _ ^ ^^* î^ ^L _ î^ :^ — o 

du dp Op Ou OV Ôq Ôq ÔV 



(') V'oir Darboux, Leçons sur la théorie des surfaces, t. IH, p. 3o à 84. 
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Le premier membre de celle équalion est une forme binaire cubique en 
p et q. On égale à zéro les coefficients de p^^ P^^lt PQ^ ^^ î'? ^c qui fournil 
quatre équations linéaires aux dérivées partielles enlre les trois fonctions 
inconnues A, B et C des deux variables u et r et les coefficienls E, F, (i de 
Télémcnt linéaire. Il reste à reconnaître si ces équalions «idnieltent ou non 
des solutions communes. 

Ce problème présenle de grandes difficultés (|uand Télément linéaire 
considéré dépend de fonctions inconnues. C'est ce qui arrive quand, s'élant 
donné seulement la forme analytique d'un élément linéaire, on veut dé- 
terminer les fonctions qui y entrent de manière à le rendre harmonique. 
Néanmoins on réussit parfois par l'emploi d'un procédé particulier que je 
vais indiquer (*). 

2. Soit un élément linéaire donné sous la forme de Gauss 
l'équation aux géodésiques est ici 

Soit, comme plus haul, l'intégrale quadratique cherchée 

I — A />■-+- ?.I{/>7 -+- (>/-— const. 

Formant le crochet | A, ! | dont révanouissement t»xprime <|ue I est une 
intégrale de l'équation A — i, on arrive à Tidentité 

d'où, en égalantàzéro les coefficienls des qualre loriiH^s d(» la forme cubicpie, 

La dernière de ces équations montre cpie A (*st u/if foftrlion do i- srulr- 
ment. Nous écrirons donc désormais A' au lieu de A|,, et nous uiollrons les 



( 1) [ L. KvFFV, Sur une classe de surfaces harmoniques {Comptes rendus de /'Académie 
des Sciences^ l. CXI F, p. i>i; iHyi)]. 
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trois autres équations sous la forme suivante 

(5) bg;,-+.(CG): = o. 

(6) AG'^-t- G»C;,-4- 2v/G (Bv^X ~ o, 

(7) A'-h2GB;,= o. 

A la dernière ajoutons la première multipliée par 2; il vient 

A'-i-2{CG);-i-2(BG);,=:0. 

Nous avons donc, en introduisant une nouvelle fonction inconnue (x, 

(8) A-^.CG = ^. 

(9) »B^' = -5ÏÏ- 

Ainsi, quand on connaîtra A et (x, les deux fonctions B et C seront expli- 
citement déterminées. Si Ton porte les valeurs (8) et (9) de C et de B dans 
les équations (5) et (7), elles se réduisent Tune et l'autre à 

Quant à Téquation (6), elle se transforme en celle-ci 

^ 2 au G ^ Oif JÇj 

Il suffira donc qu'on puisse trouver deux fonctions, l'une (x dépendant 
de u et de i^, l'autre A dépendant seulement de p, qui vérifient le sys- 
tème (10) et (i i) pour que l'équation aux géodésiques 

admette une intégrale quadratique. La condition est d'ailleurs nécessaire. 

3. En vue des applications qui vont suivre, nous écrirons le système 
précédent d'une manière un peu différente. Divisons les deux membres de 
l'équation (10) par G et intégrons par rapport à w; en introduisant une 
fonction W de p seulement, nous pourrons écrire 
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et il viendra pour l'équation (ii) 

*■■■' ^'^ = S-jG^.[v'«(w..v/fîï)]. 

Si la fonction G est d'une forme analytique telle qu'on puisse efleclucr 
au moyen de symboles explicites les deux quadratures dont dépendent les 
deux dérivées partielles [jl'„ et (x|., on n'aura plus qu'à poser 

di* Ou ^ 

pour obtenir l'unique équation du problème. Cette équation ne contiendra, 
en dehors de la fonction G et de fonctions connues introduites par l'inté- 
gration, que trois fonctions inconnues d'une seule variable p, savoir A, W 
et la fonction V, qui s'ajoute comme constante au second membre de 
réquation (il') intégrée par rapport à a. La question se trouvera ainsi 
simplifiée, puisqu'on n'aura plus à déterminer que des fonctions d'une seule 
variable. Dans ce qui va suivre, l'application de ce procédé conduit à la 
solution complète des questions proposées. 

4. Remarque I. — Quand on sait que la fonction A est constante, on 
peut la supposer nulle. En effet, quand A est constant, on a 

» — \ = const., 



*("-?;) 



en même temps que l'intégrale quadratique 

A/>'-4- 2B/?<7 -h C7*= const. 

Il suffit de retrancher ces équations membre à membre pour obtenir une 
nouvelle intégrale 

i\lpq -hfc — ^ ] 7*= const., 

où ne figure plus de terme en /?^, ce qui justifie notre assertion. 

Remarque IL — Quand A est constant, s'il en est de même de ui, l'inté- 
grale quadratique disparaît. En effet, puisqu'on peut faire A = o, les 
équations (8) et (;)) se réduisent actuellement à 

C rr o, B - o. 
Comme A est nul aussi, l'intégrale quadratique cesse d'exister. 
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CHAPITRE II. 



LES SURFACES HARMONIQUES A LIGNES D'ÉGALE COURBURE PARALLÈLES 



l. Le procédé de calcul indiqué au Chapitre précédent va nous donner 
une proposition importante pour la théorie des surfaces harmoniques et 
qu'il semble difficile d'établir autrement. 

Théorème. — Toute surface harmonique dont les lignes d'égale cour- 
hure sont parallèles est applicable sur une surface de révolution. 

L'élément linéaire des surfaces dont les lignes d'égale courbure u = consl . 
sont parallèles est de la forme 

et, pour qu'il convienne à une surface de révolution, il faut et il suffit que. 
la courbure géodésique des courbes u = const. soit indépendante de v : 



I ,} u_v U' ' U" >., . 

c'est-à-dire que la fonction V doit se réduire à une constante. Il n'y a 
d'exception que si la courbure totale de la surface est invariable, cas que 
notre analyse nous fournira. Or, pour que l'élément linéaire 

( I ) ds^ = dti^ 4- G ^/i* 

soit réductible à la forme harmonique, il faut et il suffit (Chapitre I, n° 3) 
qu'on puisse, en choisissant convenablement les deux fondions A et W de 
la seule variable r, satisfaire aux deux équations 
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2. Dans le cas présent, nous nous donnons 

(4) 'ï— jjT y 

on peut alors effectuer la quadrature indiquée, et il vient 

l!-V 



(2') 






d'où Ton déduit par différentiation 
Quant à la formule (3), elle devient 

L'intégration est immédiate; elle introduit une nouvelle fonction in- 
connue V| de p : 

{{]-\y —^' u- V "^ "(U- V)* ' 
Nous avons donc la valeur explicite de [k[^ 

ce qui nous fournit une nouvelle expression de la dérivée seconde 

(^) -j;;-^;, — > i — 1-7 ^ ( v > , h- >> ) — ^t— h ^. ^- 3 A . 

La seule condition d'existence de la fonction auxiliaire [ji et, par suite, 
de l'intégrale quadratique est donc Tidentité des deux expressions (5) et 
(G). On est ainsi conduit à Téquation indéterminée 

(7) (\VU''+V;U')(U-V)»-[2WC'^-+-A'U"-4-'iU'(V,V'-f-\V')](U-V) 

^[.^V'W'H- (V'W)' + A"]i:'-+-4At*'-=o, 

Telle est Téquation qu'il s'agit de traiter. Il y figure quatre fonctions 
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inconnues de r, savoir A, V, Wet V, et une seule fonction U de u. Comme 
celte fonction ne peut se réduire à une constante, nous la prendrons pour 
nouvelle variable et nous poserons 

au 

Taccent désignant maintenant la dérivée de U, par rapport à U. On peut 
supprimer le facteur U, commun à tous les termes, et faire pour abréger 

(8) Vj=:: 2V' W'-4- ( V'W)'-+- A^ ¥,= 2(V, V'4- W). 

Enfin, effectuons et groupons les termes de manière que chacun d'eux 
soit le produit d'une fonction de v par une fonction de w; nous arrivons à 
cette nouvelle forme de l'équation proposée 

(9) w(u»u;~2Uu,)-(2VWH-A')Uu;4-(vw-hA')Vu;-f-2(Vw-h2A')u, 

-r- v; u*- (2 vv; ^. V3)U + (V«v; + \\\-^ \\) =o. 

3. Nous allons prouver que, si l'on exclut l'hypothèse V = const. qui 
donne les surfaces à courbure variable applicables sur les surfaces de 
révolution, cette équation (9) n'admet pas d'autres solutions que celles qui 
correspondent aux surfaces à courbure totale constante. A cet effet, cher- 
chons la forme la plus générale de l'élément linéaire 

ds^ =. du^ -4- ^^Tj7^' dv\ 

(jui correspond à une courbure totale constante. On sait qu'avec Télémenl 
linéaire (i) la courbure totale a pour expression 






V/G au'' ~~ s/^ ()UV d\} ) ' du 

Si dans cette formule nous fiûsons 

nous trouvons par un calcul facile 
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Nous devons donc avoir, en effectuant le second membre, 

2U,U;-U;'=consl. 

Il sufCt de différentier cette relation pour trouver U'^= o; c'est-à-dire 
que U| ou U' est un trinôme du second degré en U. Les surfaces à cour- 
bure constante sont donc caractérisées par Lf^'^o; la fonction V reste 
arbitraire. 

Revenons maintenant à l'équation (9). On voit immédiatement que, 
quand on prend pour U, un trinôme du second degré en U, elle se réduit à 

L, M, N étant trois fonctions de p. On devra donc, pour la vérifier, poser 

L =z o, M =: o, N =: o, 

ce qui fera trois équations seulement entre les quatre fonctions V, A', \\ 
et V,. On pourra donc se donner arbitrairement la prenjiere et déterminer 
les trois autres. A raison des constantes que l'intégration introduit, il y 
aura une infinité d'intégrales quadratiques; en effet, l'élément linéaire des 
surfaces à courbure constante est réductible d'une infinité de manières à la 
forme harmonique. 

4. Il nous reste à prouver que l'équation (9) n'admet aucune solution 
quand on suppose \'^o et U'I^o. Pour cela, nous différcntions son 
premier membre trois fois successivement par rapport à U, ce qui donne 

(10) W(U»u;-2iiu,)" 

-(■2VW4-A')(UU;r-+- V(VW-i-A')U;V2(VW-+-2A')L7 = o. 



Afin de pouvoir diviser tous les termes par WL'^', montrons que W 
doit être supposé différent de zéro. En effet, quand W = o, Téquation (10) 
se réduit à 

A'(vu';-hu;'-uu';) = o. 



Donc la parenthèse est nulle, ou bien A' est nul. Pour que la paren- 
thèse soit nulle, V n'étant pas constant, il faut suj)poser U'|'=o, ce (jui 
ramène aux surfaces à courbure constante. 

D'autre part, je dis que A' n'est pas nul. Car, si A' est nul en même 
temps que W, Téquation (2) donne \J''^,= o; la dérivée seconde [u^^ est donc 

Fac. de T. — IX. C.2 
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nulle aussi, en sorte que l'équation (6) devient 

v;(u- V)-2VV, = o, 

ce qui entraîne V'^ = o et, puisque V' n'est pas nul, V, = o. Mais on a vu 
que A peut être supposé nul quand il est constant. Alors l'équation (y) 
donne tx^ = o. Ainsi les deux dérivées de (x sont nulles; a se réduit à une 
constante, et il n'y a plus d'intégrale quadratique (Chap. I, n°4). Donc, 
en résumé, W n'est pas nul. 

5. Nous pouvons en conséquence diviser l'équation (lo) par le produit 
WU*^. Ensuite nous égalerons à zéro la dérivée seconde de son premier 
membre prise par rapport à U et à p, ce qui donnera 

Je vais prouver qu'on ne peut supposer nulle ni la fonction de U qui 
figure au second membre, ni la fonction de v qui figure au premier. 
Posons en effet 



[^'érjuation (i i) deviendra 



(II') (2V4-^y(Q4-UQ') = (^V«4-V^yQ', 



Si nous supposons 



2 V -h :ïï7 == consl. = m, 

>v 



elle se réduit à 

V'(/w — 2V)Q'— o, 

ce (|ui montre que Q est une constante. 

D'autre part, en effectuant les calculs dans l'équation (fo) et divisant 
par WU'J', on trouve 

(,o' ) 0U«4- 41^ - (2 V + ^) (OU 4- 3) -h (V»4- V ^) Q + 2 (v + 2 ^) = o, 
relation iinpossil)le, car son premier membre est un trinôme du second 
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degré en U qui ne peut s'évanouir que si ses trois coefficients sont nuls; 
donc d'abord il faudrait prendre Q = o; mais alors le terme en U a pour 
coefficient 4 et ne peut disparaître. Ainsi, on ne peut pas faire l'hypo- 
thèse 



^y-^^y 



)=»■ 



On ne peut pas non plus supposer Q'= o. Car, en vertu de Téquation 
(il'), cette hypothèse entraîne soit la précédente, qui vient d'être exclue, 
soit l'hypothèse Q = o, incompatible avec l'équation (lo'). 

6. Les deux fonctions que nous venons de considérer étant différentes 
de zéro, nous pouvons diviser les deux membres de l'équation (i i') par leur 
produit, ce qui donne 

(12) ^-y-— — ^ — /- ~ consl. = /^. 

De là on déduit, en intégrant et désignant par actb deux nouvelles con- 
stantes arbitraires, 

w \v 



ou encore 



a A' V«_2/iV — /; 



Substituons ces valeurs de Q et de A':W dans l'équation (10'); nous 
trouvons 

a -. h 4U H- (a — I) ^i, — 2(a -h -2) V = 0. 

Les termes qui dépendent de U et ceux qui dépendent de V devant sé- 
parément être constants, nous poserons 

Chassant les dénominateurs, on aura deux trinômes, l'un en U, l'aiilre 
en V, qui devront être idenliquement nuls. Annulant les coefficients de U*'* 
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et de V, on arrive aux deux conditions contradictoires 

Ainsi, les solutions V = o et U'J' = o sont les seules qu'adinetle l'équation 
(9). Toutes deux ne donnent que des surfaces applicables sur des surfaces 
de révolution, puisque les surfaces à courbure constante sont applicables 
sur des surfaces de révolution. Notre théorème est donc complètement dé- 
montré. 



*—* 
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CHAPITRE III. 

LES SURFACES RÉGLÉES HARMONIQUES 



1. Les combinaisons analytiques dont nous avons donné le principe au 
Chapitre I s'appliquent avec succès à Télément linéaire des surfaces réglées 
et conduisent, comme on va le voir, à la proposition suivante (*) : 

Théorème. — Si Von fait abstraction des surfaces qui ont même cône 
directeur que la sphère, il n'y a pas d'autres surfaces réglées harmo- 
niques que celles qui sont applicables sur le plan, sur les surfaces de 
réi^olution ou sur les surfaces du second degré. 

Pour établir ce théorème, nous examinerons séparément les surfaces 
gauches qui n'ont pas de pian directeur tangent au cercle de riniîni et celles 
qui admettent un pareil plan directeur. 

I. — Surfaces n'admettant pas de plan directeur tangent 

au cercle de l'infini. 

2. Leur élément linéaire peut toujours être mis sous la forme 

cis^ — du^ + G dv\ G = ( // — a)« -h k\ 

en désignant par a et A^ deux fonctions de la seule variable v. La fonction A- 
est essentiellement différente de zéro dans les surfaces gauches : c'est le 
paramètre de distribution. Nous supposons en outre que les deux dérivées 
a' et A' ne sont pas nulles à la fois; car alors on aurait des surfaces réglées 
applicables sur la surface de révolution qui a reçu le nom à'alysséide. 

Nousallonsdéterminer aet A" de manière que l'équation aux géodésiques 
admette une intégrale quadratique. Pour cela, il faut et il suffit (Chap. I, 
n° 3) qu'on puisse trouver trois fonctions, l'une [x dépendant de u et de i', 
les deux autres A et W dépendant seulement de v et qui vérifient les deux 



(*) [L. Raffv, Détermination des surfaces harmoniques réglées {Comptes rendus 
de V Académie des Sciences, l. GX, p. uvî'J; 1890)]. 
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équations 

Grâce à la forme particulière de la fonction G, on peut, sans connaître 
a et /f , effectuer la quadrature 

/du r du r u — a 

Par suite, l'équation (i) devient 
(I') ^=[(«.-a)._^A«](^W-H^arctangi^) 

et donne une première expression de la dérivée [x*^ 



(3) 



^V _ A. . ./„ ^x/w . A' 



ôuôv 
D'autre part, l'équation (2) devient 



=: A'4- 2(w — a) f W-f- -r- arc lang — t—] 



^ ^ du\i^ du) 



r. . ô \ kk' — (x'(u — a) ( A' , // — a\ 



2 



(//-a) 



i /î W -^ X 3r<^ ^3"o — ^^ T — r ^^ 7T- 

+ /^ L \ ^ / ^' ^ ( w — a )* -H A* J 



en désignant par des accents les dérivées prises par rapport à v. Intégrons 
par rapport à w, ce qui introduit une nouvelle fonction arbitraire V de ^; 
nous aurons, en séparant les termes de forme différente, 

i dix ,. 3 A 2W' u — a 

Gi£ = ^^-G -^-T-''''^^"^-A— 
I /A'W w — a\* /„. . k'k'\ I 



lang^^-jp^j H- Twa' 



^-k\-k)\^'''— k ) ' V"^ ' k /G 
-^2(WAA'-A'a') T- ^ 



/:*]« 



+-2 



arclang— jp- ^, / (^/ _«) arc lang— p- 
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Les quadratures indiquées peuvent s'effectuer et Ton trouve, tous calculs 
faits, après avoir multiplié par G, 

^^ du [^ k k\ 1 k )^ 

\' k' , . . Il — (X -,r/ xt /tn * U — (X 

H — TT^" ~~ ^) ^"^^ ^^"o — 7. ^ ^ [(" "~ ^) -<- ^ ] arctang — r — 

H- M[(m — a)'4-X:'] (arclaiig -^— j , 

en posant pour abréger 

N^--^-4 :^, , M= -^7T— • 

3. 11 faut maintenant identifier la dérivée de \l^ prise par rapport à v 
avec Texpression (3). 

A cet effet, remarquons que la dérivée prise par rapport à v du second 
membre de l'équation (4) contient le terme 

A^ loj'k'ju -OL)-\-k{a.'^~- k'-) 
'k (// — a)* -h A:* 

qui n'a pas d'analogue dans la formule (3). Il faut donc que l'on ait, (juel 

que soit w, 

\'[20L'k'{u — «)-+- k{a:^— k'^)\ = o. 

Or, pour que la fonction linéaire de u qui multiplie A' fût identiquement 
nulle, il faudrait 

(x'=k'—o, 

hypothèse exclue. Il reste donc A'==o, c'est-à-dire que A est une con- 
stante. L'équation (3) se réduit alors à 

(3') ^y ^^2\\(ii-a). 

Mais on a vu (Chap. I, n"4) que, quand la fonction A est constante, on 
peut la supposer nulle. Dans la relation (/j), faisons donc A = o; il reste 



(V) '-5^ ^ VX-^-i- \\ol'-\- ^V-C' -«)-+- V(// - olY 

Ou k 

-^ ,- [(// — a)* -h A-^]arc lang — T - 
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La différcntialion par rapport à p donne, entre autres, un terme en 
arc tang — r — > qui a pour coefficient 

^,j j^. [("-«)«+A:«](, 

et qui doit disparaître, puisqu'il n'existe pas dans la formule (3'). En con- 
séquence, l'expression 

Ti ( M* — 2 a w -^ a* -h Âr') 

doit être une fonction de u seulement, ce qui ne peut avoir lieu, en dehors 
de l'hypothèse exclue ol' = k'= o, que si l'on suppose 

2Wk-hWk' = o. 

On tire de là, en désignant par h une constante arbitraire, 

L'équation (4') se simplifie encore 

(4'') ^=V^«-h^' 4- ^(M-a)-+-V(i/-a)«. 

au \Jk ksjk 

On voit que V doit être une constante pour que la dérivée (x^^ ne con- 
tienne pas de terme en (m — a)^. Efiectuons maintenant la différentiation 
par rapport à p du second membre de l'équation (4")î ^^ résultat doit être, 
en vertu des relations (3') et (5), identique à ih(^u — 0L)\yfk, On doit 
donc avoir identiquement 

sjk \ >fk) { \ksjk) y ' ksJk 

d'où résultent les deux équations 



= 0, 



(6) /vyt«-f-A^Y-/i^ = 

V V/A/ ksJk 

h ( k' y ^r , h, 

(7) -(— p ) — Va'— — =0, 
^^^ "^KksfkJ \Jk 
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II faut, puisque a' est multiplié par V dans la seconde, distinguer deux cas, 
suivant que V est différent de zéro ou égal à zéro. 

4. Premier cas. — Supposons d'abord la constante V différente de zéro. 
De l'équation (7) on tire 

et, substituant dans la précédente, on trouve 

Telle est l'équation du troisième ordre qui détermine le paramètre de dis- 
tribution A'. 

Nous allons l'intégrer. Remarquons, au préalable, que la constante h 
n'est pas nulle. Car si elle l'était, les équations (G) et (7) entraîneraient 
a'= A'= o, contrairement à nos hypothèses. Nous pouvons donc désigner 
par gli} : 2V la constante qui s'introduit quand on intègre les trois termes 
de l'équation (9). Il vient alors 

ce qui est une équation du second ordre. Pour la simplifier, nous poserons 

ce qui donne, après quelques réductions, 
(10') ^, -p"-4p-.ir = o. 

r 

Multiplions par la dérivée p' et intégrons; spit m la constante arbitraire; 

nous aurons 

/ i \ j 

- 4p»- Cî^'p^ _H ,;ip _ 2/ï = pp'^= p ^-i j , 

d'où l'on déduit 

pdp 



(II) di> = 



sj — /* p^ — '^^89^ -h mp' — 2 /< p 



Telle est la quadrature elliptique dont dépendent p et, par suite, son in- 
verse A'. 

Fac. de T, - IX. C.3 
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Quant à la fonction a, on peut aussi Texprimer en fonction de p en inté- 
grant l'équation (8). On trouve ainsi 



I — v^— 4p'— a^'p*-hmp — 2/è r ùdù 

(12) s^in y.^:^—- ^-^- 2 / - — ^ ^ 



-h m p — in 



On connaît donc les deux fonctions cherchées a et A de la variable c\ Si 
Ton se rappelle que Tangle co sous lequel la ligne de striction coupe les 
génératrices d'une surface réglée est donné par la formule 



/ . , d(x 

k col Cl) =: a ^= -r-y 

dv 



on voit que la relation (8) donne 



r- = -v(v^-#) 



L'équation (11) permet de calculer explicitement le second membre; on 
trouve ainsi, en remplaçant p en fonction de /Ir, 

\Jk 
{\?>) col(i3=: - . {m — t\nk). 

i\J'in 

Cette formule nous servira bientôt, ainsi que la formule (11), à établir 
que les surfaces réglées qui viennent d'être trouvées sont applicables sur 
l'hypcrboloïde. 

5. Second cas. — Nous supposons maintenant V = o. Si l'on fait, en 
outre, h = o, il est clair qu'on vérifie les équations (6) et (7); mais alors 
les formules (3') et (4') donnent 

du ""(^r -'"' 

et nous avons vu (Chap. I, n*'4) que, quand A et (ji se réduisent à des 
constantes, l'intégrale quadratique disparaît. Il faut donc supposer // ^ o, 
et, supprimant ce facteur, on a 



^^,^ ( <x'\ k' a' 

'^\ksjk) s,lk 
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La seconde de ces équations n'est autre que 



( 



-h — ^ ~o. 



\/kJ \Jk 



On peut, sans restreindre la généralité, prendre pour son intégrale 



= p sine, 



v/7- 

au lieu de p sin(r — r»), en désignant par p une constante arbitraire. On a 
donc 

(i4) Â z= . 

D'autre part, l'équation (6') donne, avec une nouvelle constante y? 

(i5) 4 = y^' a'-yÂv/>f, 

d'où, en ayant égard à la formule (i/|), 

a z= y l k Jk (iv — y- I -/-!— = -^ i log tang -r-^ ) -f- consl. 

Ainsi se trouvent coniplotcmenl déterminées les deux fonctions a et A 
dans riiypothésc V := o. Il suit de la relation (i5) et de la formule rappelée 
plus haut que la ligne de striction coupe les génératrices sous un angle co 
tel que 

(l6) COlO) = 7 vV» = >5— r 

' psiiit^ 

6. Pour être en droit (raffîrmer que les éléments linéaires trouvés dans 
les deux cas V ^ o et V — o conviennent bien à des surfaces harmoniques, 
il faudrait calculer les coefficients de l'intégrale quadrati(jue et discuter les 
deux cas d'exception prévus par la règle posée au début de ce travail. 
Mais nous allons montrer directement que ces deux éléments linéaires 
appartiennent à des quadriques, ce qui lèvera toute difficulté. 

Commençons par le dernier, celui que déterminent les formules (i4) 
et (i5). Je dis qu'il existe un paraboloïde admettant cet élément linéaire. 
En effet, si dans la formule 

cis^ — du'- -h [( w - a ) - -f- k' ] dv^ 
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on introduit la variable 

l =z U — (X, 

qui représente la distance du point (w, v) au point central, il vient 

Dans le cas présent nous avons 

k := ^ , a' z^ y . 

de sorte que notre clément linéaire peut s'écrire 

(18) ds't= dl^-^ U^-^ f^*+ ôT^-^ + irr^) ^^'• 

p' sinV \ p*sin*(^ p^sin'i^/ 

Or, si Ton considère la surface dont les coordonnées rectangulaires ont 
pour expressions 

j zn / sin t^ — ^ cott% 
5z=^cotr, 

on trouve aisément que son élément linéaire est représenté par la for- 
mule (18). D'autre part, l'élimination des deux paramètres / et (^ se fait 
immédiatement et donne 



?>-{^y- |-"^y)--^"7^3 = ^» 



ce qui est l'équation d'un paraboloïdc. Par là il est démontré tout à la fois 
que l'élément linéaire obtenu dans l'hypothèse V = o est harmonique et 
qu'il ne convient qu'à des surfaces applicables sur des paraboloïdes. Cet 
élément linéaire est le suivant 



ds^ = dti^ -I- [( w — a )« 4- A-*] dv\ 

logtang T-r- 



k = o. . , ) (X= ' 



7. Revenons maintenant à l'élément linéaire trouvé en premier lieu, 
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dans riiypothcsc V ^^ o, et que nous mettons sous la forme 

ds^ —dl^-\-2 ol' dl dv -+-(/«-+- A' 4- a'* ) ^i'% 

en posant, conformément aux équations (i3) et (i i), 
(»9) V^ 



/dky 
\dv) 



(20) 1^) =A-(— 4 — 2^A'-4-mA*— 2//XM 



Nous allons prouver que, quelles que soient les constantes «", m et /i, on 
peut toujours trouver un hyperboloïde admettant cet élément linéaire. 
A cet effet, nous donnerons, mais sans les démontrer, certaines formules 
dont on ne saurait se passer quand on veut étudier Thyperboloïde au point 
de vue de la théorie des surfaces réglées. 

Soit, en coordonnées rectangulaires, l'équation 



a:^ v« z^ 



a^ ' b^ c* ' -""' 



On peut évidemment poser 

au . bu . , eu 

j?m— ;-cos9 — asm 9, / r= — --sm9 -h 6> COS9, 5=-—, 

en faisant, pour abréger, 

r =z y/rt* cos*9 -h b^ sin*9 -f- c*. 

Avec ces notations, on trouve, pour le paramètre de distribution, 

et pour rélément linéaire 

ds* =: du^ — 2 ; — du do -f- ( -— — h 2c* — u sin 9 COS9 -+- /- — c^ ) do^. 

On en conclut que la valeur de w, qui correspond au point central, est 

c*(a^—b*) . 
a— i — ^rsm9COS9, 
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et, si l'on introduit la distance 1=. u — ol comptée à partir de ce point, rélc- 
ment linéaire devient 



ds^ = dl 



f/*— c* ,, , /,x/''sinocos9\n , j* P.., ,,, , , 



Taccent désignant une dérivée prise par rapport à ç. Or, si Ton compare 
avec la formule générale 

ds^ —(dl-hdoc)^-h(n-{- k^)dv\ 

on obtient les deux relations 

/•* dv 



d^ — — — 



doL 



d'où Ton déduit 



=-[^+e'(«'-6«)(^ 



9 coso 



^9, 



i^)' 



p u?/ ' 



a' — 



dof. 






(^._^.)(^iiiii^?yj 



8. Pour former la première de ces équations, il suffit de différentier par 
rapport à o l'expression donnée plus haut 



A =1 



— abcr* 
rt* b^ -h b- c* -h c* a* -h c* — c* /•* ' 



et de réintroduire partout A' à la place de ç. On trouve ainsi 



(20') 



dkV 



4 A' 



a^b^c^ 



{ak 4- bc){bk -h ac){ck — ab) 



De même, en effectuant les calculs dont dépend l'expression explicite 
de a' et tenant compte de la valeur de A^, on élimine ç et l'on trouve 



('9') 



a 



\f — abck 



ik — 



aU)^~-b^c^—c^a^ 
abc 



) 



Pour établir la proposition annoncée, il n'y a plus qu'à montrer qu'on 
peut identifier à la fois les formules (20) et (20') d'une part, ainsi que les 
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formules (19) et (19') d'autre part. La comparaison des deux premières 
donne 

4 'i/i* n 

et l'on vérifie aisément que ces trois relations entraînent l'identité des for- 
mules (19) et (19'). En conséquence, on voit que l'élément linéaire obtenu 
dans l'hypothèse \ ^ o convient à Thyperboloïde dont les demi-axes sont 
a, hy c quand on prend pour a^, 0^ et — c^ les racines de l'équation 



-i-^^«_ 



ru 71* 



l-\- -j- =z o 



n 2/2* 4 

Notre théorème est donc démontré en ce qui concerne les surfaces réglées 
sans plan directeur tangent au cercle de l'infini. 

II. — Surfaces admettant un plan directeur tangent 

au cercle de Tinfini. 

9. Leur élément linéaire peut toujours être mis sous la forme 

ds^ = dti^ -^ {pu -\- q) dv-, 

OÙ p et q désignent deux fonctions de la seule variable r. Or la fonction p 
n'est pas nulle, sans quoi la surface serait dévcloppable. Nous pouvons donc 
faire p = i. Enfin posons y = — a et remarquons que la dérivée a' n'est 
pas nulle; car si a était une constante, on aurait l'élément linéaire d'une 
surface de révolution. Soit donc désormais 

ds^ =r du- -h G <fi'-, Tf =2 7/ — a, (x'z^o). 

Nous aurons, en conservant toujours les mêmes notations, 

^^ à" r. Gv/r. (h-V \ J <i .'. 

Or rinlégration donne 

r<iii r du 
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en sorte qu'il vient d'après Téquation (f) 

^z=:(,/-a)[W-hA'Iog(./-a)], 

On déduit de là une première expression de fx^^, 

^'^ =:A'l0g(//-a)4-A'4- W. 



Oudi' 



Calculons maintenant le second membre de Téqualion (2); il vient 






2W' (W + o.A')a' . 2^.1ogOr^_~_a)_^,^,log(f/-a) 



1/ — a (m — a)* // — a (w — a)* 

Multiplions chaque terme par du et intégrons en faisant usage de la for- 
mule 

soit V la fonction de v qui s'introduit comme constante arbitraire. L'équa- 
tion (2) ainsi intégrée nous donne 

^ = 3AH-V(^/-a)-+-(W4-3A')a' 

-h\'(x'\og{u — a)-j- 2W'(w — a) log(// — a) -h A''(w — a)[log(M — a)]*. 

10. Si nous différentions par rapport à p, nous trouverons entre autres 
le terme — A' a'- : (w — a) qui n'a pas d'analogue dans l'expression précé- 
demment trouvée pour (x^^. En conséquence, comme a' est supposé diffé- 
rent de zéro, la dérivée A' doit être nulle, c'esl-à-dire que A est une con- 
stante. 

Cette constante peut être supposée nulle (Chap. I, n°4. Rem. /). Alors 
la valeur de (jl^ se simplifie 

^ = V(M - a) 4- Wa'-4- 2W'(^/ -a)log(M — a), 

ainsi que celle de [jij,^,, qui se réduit à W. Comme elle ne contient pas de 
terme logarithmique, il faut égaler à zéro le coefficient du terme en 
log(w — a), trouvé en différentiant (x^ par rapport à p. On a donc, quel 
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que soit w, 

^[W'(£/-a)]=o, 

c'est-à dire que le binôme W'w -- W'a ne dépend pas de v. Comme a ne 
peut pas être supposé constant, on conclut de là que W' est nul. Donc W 
est une constante. Il vient alors, en comparant les deux expressions de [ji^,„ 

l'identité 

Wa''- Va'-+- V'(w - a) = W; 

d'où Ton déduit 

V = const., y^a'- Va' =: W. 

La constante W ne peut être nulle, sans quoi V serait nulle aussi; les 
deux dérivées (jl^ et jx^ s'évanouiraient; l'intégrale quadratique disparaîtrait 
(Chap. I, n*^4, Rem. II). 

11. Par contre, la constante V peut être nulle. D'où deux cas à distin- 
guer. 

Supposons d'abord V =?^ o et soit V = W : a. Nous avons, pour déter- 
miner a, l'équation 

a" = I , 

a 

qui donne, en désignant par v^ et b deux constantes arbitraires, 

%> 

On aura donc, en faisant rentrer dans u la constante a{i\ H- a), cet élé- 
ment linéaire 

(21) ds^T^du'^-\-\u -\- av— be"^) dv^. 

Remarquons que la constante b n'est pas nulle, sans quoi nous aurions 
l'élément linéaire d'un paraboloïde de révolution. Nous pouvons donc faire 
le changement de variables 

u -h ai' — a^=: a{p -\- pi), u -\- av — be^=z— pp^, 

qui serait impossible si b était nul. Effectuant les calculs, on trouve aisé- 
ment 

Fac. de T. — IX. C.4 



ce qui e«l une forme dégénérée de Télémenl linéaire des quadriqaes rap- 
portées à leurs lignes de courbure. 

Supposons maintenant V = o: il vient a'^ i. ce qui permet» sans res- 
treindre la généralité, de prendre 2a = i-, de sorte que Télément linéaire 
est, dans ce cas particulier. 

Il suffit de faire le changement de variables 






pour trouver par un calcul facile 

ce qui est encore une forme dégénérée de l'élément linéaire des quadri- 
ques. Notre théorème est donc entièrement démontré. Des quatre formes 
que nous avons trouvées pour Télément linéaire des surfaces renées harmo- 
niques, la première con\ient toujours à un hj'perboloide, les trois dernières 
appartiennent toujours à des parabololdes ; mais, pour les éléments linéaires 
(2,1) et (22), le paraboloîde ne peut être réel, puisqu*il admet un plan di- 
recteur, et un seul, tangent au cercle de Tinfîni. 

Remarque. — L'analyse par laquelle nous avons obtenu tous les élé- 
ments linéaires des surfaces réglées harmoniques montre que l'intégrale 
quadratique de Téquation aux géodésiques est, pour ces surfaces, unique et 
parfaitement déterminée. 11 suit de là que ces éléments linéaires ne sont 
réductibles que d'une seule manière à la forme harmonique. Nous avons 
donc démontré que toutes les quadriques sont simplement hcLrmoniqueSj 
abstraction faite bien entendu de la sphère, que nous avons écartée dès le 
début. 
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CHAPITRE IV. 

LES CERCLES GÉODÉSIQUES ET LES SURFACES HARMONIQUES. 



1. Les surfaces applicables sur les surfaces de révolution sont les seules, 
à ma connaissance du moins, dont on ait déterminé complètement les 
cercles géodésiques. M. Darboux (*), après avoir étendu aux cercles géo- 
désiques la méthode de recherche des lignes géodésiques qui procède du 
théorème de Jacobi, a déterminé par deux quadratures les cercles géodé- 
siques des surfaces de révolution. Nous nous proposons d'étudier ici les 
intégrales linéaires et quadratiques de l'équation aux cercles géodésiques. 
A cet effet, nous rappellerons la règle posée par M. Darboux. 

Pour chercher sur les surfaces d'élément linéaire 

ds^ z=i(\\dxdy 

les courbes dont la courbure géodésique est donnée et égale à /r, on 
détermine deux fonctions M e/ N, assujetties à l'unique condition 

-r r— 1= 2lkK 

ox oy 
et Von forme l'équation aux dérivées partielles 

Si l'on en peut trouver une intégrale qui dépende, ainsi que l'une au 
moins de ses dérivées p et q^ d'une constante arbitraire a, l'équation 
finie des courbes cherchées s' obtient en égalant à une nouvelle constante 
arbitraire la dérivée de 6 par rapport à a. 

On est donc conduit à chercher s'il existe des intégrales 

(ï) Leçons sur la théorie des sur/aces, t. III; Livre IV, Chap. VII. 



C.28 L. RAFFY. 

compatibles avec V = i , c'est-à-dire telles que le crochet 

■' ôx dp ày dq dp dx dq dy 

soit nul en vertu de la seule hypothèse V — i = o. C'est faire, pour les 
cercles gcodésiques, ce que M. Massieu a fait pour les lignes géodésiques. 
Mais ici l'expression V n'étant pas homogène en p et q^ on ne peut plus, 
comme dans le problème de M. Massieu, supposer homogènes les inté- 
grales I, ce qui simplifiait considérablement les calculs. 

I. — Intégrales linéaires. 

2. Du résultat obtenu par M. Darboux on déduit aisément que, pour 
les surfaces applicables sur les surfaces de révolution, l'équation aux cercles 

géodésiques 

TT- (/>-^M)(^-f-N) _, 

admet l'intégrale linéaire 

\z=i p — q zn const. 

Nous allons voir que la réciproque de cette proposition est vraie. Suppo- 
sons, en effet, que l'équation aux cercles géodésiques admette une intégrale 

linéaire 

1=: A/? H- B<7-f- C = consl., 

où A, B et G sont des fonctions encore inconnues de x et y. Écrivons que 
le crochet [V, I] est nul en vertu de V — i = o. Comme c'est une fonction 
quadratique de p et de q^ on devra avoir, quels que soient p et q^ 

[V,I]==p(V-i), 

en désignant par p une fonction convenablement choisie de x et y. Le 
calcul effectué conduit à l'identité 
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On voit que le premier membre ne doit contenir ni terme en p^ ni terme 
en q^. Donc on a 

D'après cela, on peut, sans restreindre la généralité, prendre 

B = i, A=ii. 

On n'exclut ainsi que l'hypothèse où l'une des fonctions A et B serait 
nulle. Or, en supposant, par exemple, B = o avec A = i, on est conduit 
aux relations d'identification 

d'où l'on conclut X^ = o. Les surfaces correspondantes sont développables. 
Soit donc désormais A = B = t . La comparaison des termes en pq dans 
les deux membres donne 

(I) p^_^kt^, 

et ridentité à vérifier se réduit à 

(2) (M;+M;--C:,)^ + (N>N;-C:,)/> + (MN);-4-(MN);.--(NC;4-MC;) = X;-f-X;.; 

d'où les trois relations 

(3) c:,= m;-4-m;., c;=n;-4-n;, xi-4-x;=i(MN);-+-(MN);-(Nc;-hMc;.). 

Or, en vertu des deux premières, la dernière devient X^-h X^= o. Il en 
résulte que X est une fonction de x ^ y seulement; d'où la conclusion 
annoncée : 

Les seules sur/aces pour lesquelles l' équation aux cercles géodésiques 
admette une intégrale linéaire sont les surfaces applicables sur les sur- 
faces de ré^'olution. 

M. Massieu a démontré la même propriété relativement aux lignes 
géodésiques. On voit que son théorème peut être généralisé et étendu aux 
cercles géodésiques. 

3. Pour compléter la solution de notre problème, nous avons à écrire la 
condition 

ôy ôx 
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qui nous donne cette relation entre M et N 

(4) n;.-m;^=-(Nî,.-m;o. 

Rappelons-nous, d'autre part, que M et N vérifient aussi l'équation 

(5) K^—M'y=2ikl (^iziconst.). 

Mais, X étant une fonction de x — y^ les deux dérivées X^ et X^. sont 
égales et de signes contraires, ce qui entraîne l'équation (4)- La rela- 
tion (5) est donc la seule qui régisse les fonctions M et N. Donc il y a une 
infinité de manières d'écrire l'équation aux cercles géodésiques, à chacune 
desquelles correspond une intégrale linéaire. Il va sans dire que, dans tous 
les cas, on trouve la même équation finie pour ces courbes. En vue de 
l'obtenir, posons 

de manière à vérifier l'équation (5), quelle que soit la fonction arbitraire (x^_^. 
De là nous déduisons 

N== ik /(x ^ y) -^ ix'^, M = ik /{x -- y) -h IJ.'^. 

n;= - ikfix -7)4- /ji;., M'^=ik/'(x -y) + fx;,. 

Portons les valeurs de M^, M^, N^, N^ dans les deux premières équa- 
tions (3). Il vient 

c; = m;, 4- m;. :zz ^;. + ^;^, c;, = n:, 4- n;. zz: ^xi, ^ /x;,, 

d'où, en intégrant. 

L'intégrale linéaire est donc entièrement déterminée 

I = />4-^-f-fjLj-i-fjL^= const. = 2 a. 
Rapprochons- en l'équation V = i. Nous obtenons le système 

(p-\-ik/-^li,',){g + ik/^^'^) =/', 

(p-h ik/-\-^'^){q ■^ikf-^ix'^)=:2a-h 2 Ari/, 
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dont la résolution donne 

— -p-a~ fx;H-v/(a-f-iA/)»-/', 



En conséquence, la fonction 6 est déterminée par une seule quadrature 

ez=a(x-hy)'-ix-h fs/[a -+- ik f(x ^ y)y-/' (x - j) dia- - y), 

et l'équation finie des cercles géodésiques est la suivante : 






La fonction X ayant été donnée sous la forme/' (x —y), la solution du 
problème dépend bien de deux quadratures, conformément au résultat 
de M. Darboux. 

II. — Intégrales quadratiques. 

4. Nous allons rechercher maintenant dans quels cas Téquation aux 

cercles géodésiques 

^_ (/>-f-M)(<yH-N) _, 

admet une intégrale quadratique 

I = A/?' -h 2^pq -h Cg*-h 2ap -h 2bq -h 2c=i coiist. 
On sait que l'équation aux lignes géodésiques 

¥=■ 

admet une intégrale quadratique 

A/>'-f- 2Bpq -h Cçr'=:COnSt. 

dans deux cas et deux seulement : i° quand l'élément linéaire \dxdy est 
de la forme 

ds^^= [x -h '(\{y)']dx dy'j 
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la fonction ri(y) étant arbitraire, auquel cas il ne convient généralement 
qu'à des surfaces imaginaires; a® quand l'élément linéaire \dxdy est delà 
forme 

ds^ :=i[^{x -\- y) — f{x — y)\dx djr, 

quelles que soient les fonctions ç et/, résultat capital dû à M. Massieu. 

Dans le problème relatif aux cercles géodésiques, nous retrouverons les 
deux mêmes formes d'élément linéaire, mais plus déterminées, car elles 
ne dépendront que de constantes et non plus de fonctions arbitraires. En 
effet, l'existence d'une intégrale quadratique pour l'équation aux cercles 
géodésiques impose à l'élément linéaire des conditions plus restrictives que 
l'existence d'une intégrale quadratique pour l'équation aux lignes géodé- 
siques, ce fait analytique étant supposé se produire pour une valeur con- 
stante quelconque de la courbure géodésique A", au lieu de la seule valeur 
k = o. 

Nous avons à exprimer que le crochet 

^ ^ ^~ ôx dp dp ôx ày ôq ùq dy 

est nul en vertu de V — i = o, ou qu'il est identique à 

2 («/> + ?^ -H y)[(p -4- M)(7 + N) - X], 

a, ^ et Y étant des fonctions convenables de x et^. 

Remarquons d'abord que l'équation V = i permet d'exprimer le produit 
pq par une fonction linéaire de p et de y, en sorte que, dans l'intégrale I, 
nous pouvons supposer B = o. Le calcul du crochet [V, I] s'effectue aisé- 
ment et nous arrivons à Pidentilé suivante : 

2{P^P-^a)]^(^^J,p^\\)(q 

= 2{a/> 4- (3ç -f- y)[(/> 4- M)(^ -h N) - X]. 

On voit que le premier membre ne doit contenir ni terme enp', ni terme 
en q^ ; donc les dérivées A^ et C^ sont nulles. Ainsi A ne dépend que de x 
et G ne dépend que de y. Il faut distinguer deux cas, suivant que le produit 
AC est nul ou différent de zéro. 



(p 
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5. Premier cas. — Le produit AC est nul. Ses deux facteurs ne peu- 
vent être nuls, ce qui réduirait l'intégrale I au premier degré. Soit donc 
C = o. Nous supposerons aussi A = i, moyennant un changement de 
variable qui ne porte que sur 07. Alors l'identité à vérifier devient 

• ^ [(^-)\/« + M)(7 4- N) -^ ^' (7 4- N) 4- ^' (y. 4- M)] - ^^ 

= (a/? 4- (3^ H- y)[(^ -+- M)(7 4- N) - >.]. 

Son premier membre ne contient pas de terme en pq^. Donc ^ est nul, 
ce qui réduit le second membre à une fonction linéaire de q. Le premier 
devant aussi en être une, la dérivée b'j, est nulle et b ne dépend que de^. 

Soit d'abord b = o. L'identification donne six équations d'où l'on tire 
aisément 



a* Yî* 



en désignant par y) et Y deux fonctions provisoirement indéterminées 
dey. Comparant les expressions de c et de c'^, on trouve 



^— KiX-'^-^''"-'''' 



parce que l'équation N^— M^= lik'k se réduit ici à f ^ j = aZ/rX. On a 
donc 

Substituant cette expression dans la relation précédente 

Xtq' — -nXy — 2 ik X' = o, 
on trouve 

2/Âyî — Y'=io, ^ =2iAr9(y), 

d'où l'on conclut d'abord que la surface est développable, X^ étant nul; 

Fac. de T. — I\. C.5 
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puis, calculant y) et Y pour avoir c, on trouve 2c = a^ -+- const., en sorte 
que rintégralc I se réduit au carré de /? 4- a; ce n'est plus qu'une intégrale 
linéaire. 

Lorsque b n'est pas nul, nous pouvons, au moyen d'un changement de 
variable portant sur j^, faire b = \ . L'identité proposée devient 

-+- [{}) (P -^ ^^)(^ - N) + ^ (7 + N) -+- ^ (/> + M)] - ^^K/^ 4- c;) 
^ (^P -^ y)[ip -+- M)(7 H- N) - }.]. 

Les deux membres sont linéaires par rapport à y -h N. Identifions les 
coefficients de y -h N et les termes indépendants : 

La seconde de ces identités donne 

_ , _ aN;+NV-c;. («n;-4-nv-c;.)m 

La première devient par suite 

(y^ -^ «)[- ^irC/? + M ) 4- xm;,] - >.(«> 4- c;,) - x; (^ 4- M) 4- xm; 

Ordonnant son premier membre par rapport k p -h M, on trouve, par 
identification, 

ce qui, à raison de iN^= a^., peut s'écrire 

6. Telles sont les quatre équations du problème. Les deux premières 
feront connaître c quand les autres fonctions seront déterminées; mais 



QUELQUES PROPRIÉTÉS DES SURFACES HARMONIQUES. C.35 

elles entraînent la condition d'intégrabilitc cj.p=c^^., qui, eu égard à 
N^ = dy^ peut s'écrire 

dx dy 2 dy^ 

Aux deux dernières équations X^.= [X(M — a)]^, N^= a^, il faut ad- 
joindre la relation N^— M^= iik\. 

L'élimination de N et de X se fait aisément et donne 

— =1 o. 



dx dy 2 dy^ 

De ce résultat et de celui qui précède, on conclut que la dérivée X^, est 
nulle ; c'est-à-dire que X est une fonction linéaire de x 

Y' et Y)' étant deux fonctions dey. L'élément linéaire \dxdy a donc bien, 
comme nous l'annoncions au début, la forme 

ds^ — i^x\' -\- f\' ) dx dy , 

qui a été trouvée par M. S. Lie (') pour les surfaces représentables géo- 
désiquement sur d'autres surfaces avec conservation d'une seule famille 
de lignes de longueur nulle. Mais ici les fonctions Y' et r\ ne sont pas arbi- 
traires. Substituons en effet l'expression de X dans les équations 

x;= [X(M- a)];, - iik\ = m;. - n;= m;- «;.; 

il vient 

[X(M - a)-\^—x\" 4- ri\ (M - a)\---iik{x\' ^f)!\ 

d'où, en intégrant et désignant par yjo cl ^ deux fonctions, l'une de y, l'autre 
de X, on tire 



^* 



(o-Y'-h yî')(M — a)—— Y''-f- n' x -t- yîo, M — a =— 2/ Atj^Y — likiX "^ ^)- 

Xi 

Éliminant M — a, nous arrivons à cette équation différentielle indéter- 



minée 



x^ 



(i) 2tA-(^Y'-+-yî')('^Y-+-J-+-Yî)H Y"-+-Yî''x-hYîo=o. 



(*) Math, Annaien, t. XX, p. 4^4- 
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Pour la résoudre, dilTérentions-la trois fois succcssivem^ïi*^ p^,,. ivîpj)orl 
à X, ce qui donne 

(2) Y'(?^)''H-r/f = o. 

Je dis qu'on ne peut pas supposer ^'^ :^ o. En eiïet, Y' n'étant pas nul, 
sans quoi la surface serait une développable, on pourrait, si $'" n'était pas 
nul, écrire 

—2 ^— -+- — — O 

Cette équation se sépare et donne, avec une constante arbitraire* ///, 
dès lors, l'élément linéaire X dxdy devient 

^5* = ( j? — m ) Y' dœ dy^ 

ce qui ne correspond qu'à des surfaces développables imaginaires. 
7. Soit donc désormais 5"= o. Comme on a aussi 

la dérivée \" est nulle également, et il vient, avec deux arbitraires A, ^, 

Substituons \ dans l'équation (i); nous trouvons 

iiklxiCi^b)^f\ 4-(3](j7Y'H-r/)-h— Y'h-yî'^-i-yïo^o. 

Egalons à zéro les coefficients de x^ et x, ainsi que le terme indépen- 
dant 

4iA-Y'(Yh-^»)-+-Y' = o, 2£A-[(Y-H6)(y)-f-(3)]'-hYî'=:o, 

^ikn'i-n -h (3) 4-yîo = o. 

La dernière de ces équations fournira yj^ quand la fonction y] sera connue. 
Les deux premières s'intègrent immédiatement. On en tire, avec deux ar- 
bitraires m et /i, 

2ik{Y --h by-hY'=—2ikm\ 2ik(\ h- b)(-n 4- (3) -f- n'— ^h. 
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Supposons d'abord m^o\ nous aurons 

,^. ^ , ,^ — —^ =— 2 ik dy, \ -\- b =— m lang 2 ikmy. 

Eu égard à cette expression de Y -f- 6, l'équation en y) devient 

— 2 ikni ( TQ -+- (3 ) sin 2 « A-m/ -f- yî' ces 2 iXrmj =: 2 ikmg ces 2 1 Ar/wj (2/1 = 2 iknif( ) 

et donne par intégration 

(y) 4- (3 ) cos 2 £ Army = ^ sin 2 ikmy -+- /, 
Yî -h (3 = ^ tang 2 « A^mj 



cos2«A:m/ 

Nous avons alors 

^, 2ikm* f 2iA:/w(^ 4- /sin2£Ar/wy) 

cos^ 2 ikmy ^ cos^ 2 ikmy ' 

d'où Télément linéaire 

-^ co^* 2 ikmy -^ 

ou, sous une autre forme, 



ds*' =z (x'-{- -!£=] dx' dy'. 



Si Ton fait m = o, on trouve 



-prz j—z=2ikdy, Y -h 6 =1—7; — : 

(Y-h6)' "^^ 2iky* 



Téquation en y] devient alors 

m -h (3 -h Yi'^ = 2 /< ^' ; 

son intégration introduit une nouvelle constante /, 

y{n -+- [3 ) 1= ^y-T- /, Y) 4- (3 = /ly -+- - 

♦/ 

Les expressions trouvées pour Y et /) donnent 

Y'_ L_ r,'-'lll^. 

I — — Tf il Yî — f 

2 iky^ y* 
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d'où rélément linéaire 

qu'on peut aussi écrire 

ds^ = (x' ^ ^\ dx' dy\ 

Les deux éléments linéaires que nous venons d'obtenir 

ds^ = (x' -h --ML=\ dx' dy\ ds^= (x' -h -^) dx' dy' 

sont, abstraction faite d'un élément linéaire de développable imaginaire, 
les deux seuls pour lesquels le problème des cercles géodésiques admette 
une intégrale quadratique, mais linéaire par rapport à l'une des dérivées p 
et çr. Il est à peine besoin de faire remarquer qu'aucun de ces éléments 
linéaires ne convient à des surfaces réelles. On sait, en effet, que, si l'élé- 
ment linéaire 

ds*^=z(x -^ \)dxdy 

convient à des surfaces réelles, Y ne peut avoir que l'une des deux expres- 
sions 

Y = „, V=-|. 

Ajoutons enfin que ni l'un ni l'autre ne peut être ramené à la forme 
harmonique. C'est ce dont on s'assure en déterminant la fonction r] de la 
seule variable j^ par la condition que la fonction X = a? -4- yj satisfasse à 
l'équation de M. Darboux 

par laquelle on exprime que l'élément linéaire \dxdy est réductible à la 
forme harmonique. 

8. Second cas. — Le produit AC n'est pas nul. Revenons à l'identité 

== 2(a/> 4- (3^ + y) [(p -h M) {q - N) - X]. 
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Nous avons vu que A ne dépend que de x^ et C que de y; et nous sup- 
posons maintenant le produit AC différent de zéro. En changeant la 
variable x et aussi la variable y^ nous pouvons réduire les deux fonctions 
A et C à l'unité. Alors l'identité proposée devient 

La comparaison des termes en p^q et q^p donne 

«KOI' ^=G):- 

Identifions les termes en p' et g"', nous aurons 
puis ceux en pq; il viendra 

Comparons les termes en p et en y, et remplaçons y par sa valeur; nous 
trouvons 

j c'y = aN; -4- 6n;. -4- N ^; - nn; - x;, 

Identifions enfin les termes indépendants, en ayant égard aux expressions 
de y, Cj, et c^. Il vient, tous calculs faits, 

(3) (Miy^^(aiy,^{myy-^{biy^-^ o. 

9. Nous avons maintenant à discuter les cinq équations (i), (2) et ('i) 
auxquelles s'ajoute la condition d'intégrabilité 0"^.^.= c^^, 

(1) j^[(^N);+t^N:,-NN;.--X:,] = |;[(flM):,4-^M;--MM;-X;]. 

Remarquons auparavant que, dans l'hypothèse 
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c|iji correspond aux lignes géodésiques, celle dernière condilion donne 
>.', — A^. = o, d'où A = oCx -h ^) — f{x — y). On relrouve les surfaces 
harmoniques. Le calcul s'achève sans difficullé el conduil à Finlégrale 
quadralique connue, écrile sous forme non homogène 

Nous pouvons faire abslraclion des relalions (2) qui délerminenl r, 
nioyennanl la condilion (4). Pour salisfaire aux équalions (1), nous intro- 
duirons deux nouvelles fondions inconnues p el o en posanl 

Ces fondions devronl salisfaire à l'équation 

Remplaçons mainlenanl a, by M, N par leurs expressions (i) dans les 
relalions (3) el (4); il vienl 

i'-n ^[>(Px-<^;)] = |;[>.(p;-e7;)], 

pour la première, el pour la seconde 

~ Ty '-^^^"" Pr^^'r"" l^x— ?x)^x«-+- C^xP^y-^ Px^xj — ^y\y 

ce qu'on peul écrire, en doublant les deux membres, 
ou encore, en groupant convenablement les termes, 

(^') ^[(p:.-^x)*-(p;-c7;)*] = 2(x:.-x;.). 

On voit que les fonctions p et a n'entrent que par leur différence dans 
les équations (3'), (4') cl (5), ce qui conduit à poser 

(6) Ç = p — <7. 
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Alors réquation (5) devient 
(5') Cy^iikl. 

Portant cette expression de X dans la relation (3'), on trouve 
D'autre part, l'équation (4') n'est autre que 

(4") ^(ç:;-ç;«) = 2(^;.-x;.). . 

Ainsi la différence X][.i — Xj^', est nulle. D'où cette conclusion : 

Les seules surfaces j'éelles pour lesquelles Véquation aux cercles 
géodésiques admette une intégrale quadratique sont des surfaces har- 
moniques. 

10. Remarquons tout de suite que cette propriété n'appartient pas à 
toutes les surfaces harmoniques. Soit, en effet, 

>.rz.(ï»'(ar-4-7)-F(^-7); 

les deux équations (3") et (4") se confondent en une seule; mais les fonc- 
tions $ et F doivent être choisies de manière que les deux équations 

soient compatibles. Nous verrons qu'elles comportent des solutions com- 
munes en nombre infini. Soit C l'une d'elles; cette fonction X, étant connue, 
l'élément linéaire est connu, puisque nous avons 2ik'k = V^^. On connaît 
aussi la différence p — a =zi^^ qui seule est déterminée. On peut se donner 
arbitrairement la somme 

Alors p et Œ seront connus. Les formules (T) fournissent immédiatement 
M, N, a et Z>; la fonction c s'obtient par quadrature, ses deux dérivées par- 
tielles étant données par les équations (2), maintenant compatibles. L'in- 
tégrale quadratique est entièrement connue. On sait l'usage qu'il en faut 
faire pour trouver l'équation /inie des cercles géodésiques. 

Fac. de T. — IX. C.6 
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OÙ /, /7ï, //, p sont des constantes arbitraires. L'élément linéaire ainsi ob- 
tenu 

correspond a des surfaces dont la courbure totale 

— 8 r' ( Ini — np ) 

n'est pas nulle en général. De plus, on voit qu'elle est fonction de X, et, 
comme le paramétre différentiel AX = X^X'^ : X ne se réduit pas à une fonc- 
tion de X, les lignes d'égale courbure ne sont pas parallèles, en sorte que 
l'élément linéaire \dxdy ne convient pas à des surfaces de révolution. 
On aura donc bien là une véritable solution de notre problème. Nous ne 
nous occuperons pas ici de trouver toutes les autres. 
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INTRODUCTION. 

Quand on se donne a priori Tordre d'un groupe de substitutions, ce 
groupe doit satisfaire dans bien des cas à certaines conditions : ainsi, un 
groupe d'ordre />i/?2 . . . />«/>* où />,, p^^ . . ., p„, p sont des nombres pre- 
miers diflérents et où />, <[ />2 < • • • <C /^» <! P ^st toujours composé et même 
résoluble (*). 

Réciproquement, des propriétés d'un groupe étant données, son ordre 
doit satisfaire dans bien des cas à certaines conditions : ainsi, quand />*" 
est la plus haute puissance du nombre premier p qui divise Tordre Ç d'un 
groupe G (^), ce groupe renfermera au moins un groupe d'ordre />*"; on 
aura 

(i) g = p'»v(i4-/i/>), 

où V est premier à /?, et oùp^'v est Tordre du groupe des substitutions de 
G qui sont permutables à un groupe de G d'ordre p*"; de plus, les divers 
groupes d'ordre p"^ de G seront les transformés d'un d'entre eux par les 
substitutions de G ('). 



(*) Frobemus, Sitzungsberichte der k, p, Akademie der Wiss, zu Berlin, 4 mai 1893. 

(>) En général, quand nous désignerons par A, B, . . ., G, H, ... des groupes de substi- 
tutions, nous désignerons par JU, llî), ...,§*, 5> •••» respectivement Tordre de ces groupes. 

(») Sylow, Théorèmes sur les groupes de substitutions {Mathentatische Annalen, 
t. V, p. 584). 

Fac. de T, — IX. D.I 
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Nous nous proposons de donner ici un certain nombre de théorèmes rela- 
tifs aux deux problèmes généraux dont nous venons de parler; il nous arri- 
vera, pour la facilité de l'exposé, d'établir et d'énoncer quelques propriétés 
déjà publiées soit explicitement, soit implicitement. Pour éviter a priori 
tout oubli à cet égard, nous renverrons aux œuvres de M. Jordan et en par- 
ticulier à son Traité des substitutions y au Traité des substitutions de 
M. Netto, et aux divers Mémoires que nous aurons occasion de citer. 

Parmi les propriétés que nous établirons, nous croyons devoir mention- 
ner particulièrement les suivantes : 

1° L'ordre ç d'un groupe G de classe N — w^, et de degré N divise le 

produit 

Gz=N(N — i)...(N — //o). 

Mous en donnons plusieurs démonstrations. 

1^ Dans la formule (i) de M. Sylow, quand w > i et /^ <[/?, G est com- 
posé, et ne peut être primitif que s'il est linéaire et de degré p^. 

De plus, si l'on fait des hypothèses particulières sur le groupe d'ordre/?'" 
contenu dans G, on trouve des conditions plus restrictives; ainsi : 

3^ Dans la formule (i) de M. Sylow, quand m > i et quand G contient 
une substitution d'ordre p"', G ne peut être simple ou primitif que si 
n>p"'-'. 

M. • 

M. Frobenius a généralisé la formule (i) précitée de M. Sylow ainsi 
qu'il suit (*) : 

Théorème. — Soit G un groupe de substitutions d'ordre cjen contenant 
deux autres H et K d'ordres ^ et Di; on aura 

(2) (,*=: DC (Ni -1-2N, -+-... -h^N^ -+-...). 

La condition nécessaire et suffisante pour que N^:^ o est qu'il existe 

dans K un groupe d'ordre - maximum parmi les groupes de K qu'une 

substitution de G convenablement choisie transforme en un groupe de H. 
Nous avons d'ailleurs établi postérieurement le théorème ci-dessus dans 
le cas particulier où H = K (^). 



(*) Ueber die Congruenz nach einem aus zwei endlichen Gruppen gebildeten Dop- 
pelnxodul [Journal fiir Mathematlk, t. CI, p. 281, formule (3)]. 
(') Thèse de Doctorat, p. ii4; Gauthier-Villars, 1892. 
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Nous allons démonirer la formule de M. Frobenius par un procédé sem- 
blable à celui qu'a employé M. Sylow pour obtenir sa formule. 

Conservons les notations précédentes : soient -j, une fonction rationnelle 
des lettres de G invariable par toutes les substitutions de K, mais variable 
par toute autre substitution; 

(o) -Si, -Cj, . . . , Z(* 



' Al 



y 



les ^. valeurs différentes que prend Zt quand on y opère les substitutions 

de G. 

Effectuons dans les fonctions (3) les substitutions de H, 

(4) I, /'i, ..., an. 

Ces substitutions faisant partie de G changeront une quelconque z, des 
fonctions (3) en un certain nombre d'entre elles 

dérivées de ;:/ par les substitutions de H. Ces dernières échangeront les 
fonctions (5) exclusivement entre elles; celles des substitutions de H qui 
laissent Zj, par exemple, immobile, formeront un groupe L de H, d'ordre 

Par hypothèse, il existe une substitution g^ de G qui, opérée sur z<, 
change Zt en ;:/; soit /, une substitution quelconque de L : la substitution 
giljg'i^ laisse z^ invariable, et par suite fait partie de K. Le groupe 
gihg~^\ transformé de L par ^7* est donc contenu dans K, et il existe 

dans K un groupe gihgj\ d'ordre Ji^= -, que la substitution g^ de G 

transforme en un groupe L de H. 

Je dis que gi^^gl^ est maximum parmi les groupes de K qui jouissent 
de cette propriété par rapport à gi^ c'est-à-dire qu'il les contient tous. En 
effet, soit A* une substitution de K que gi transforma en une substitution 
fiV ^^8i ^^ ^^ • ^^^^^ dernière laissera Zi immobile et par suite fera partie do 
L ; donc A' fera partie de gihgj* . 

En formant toutes les suites différentes analogues à (5), suites qui, en- 
semble, constituent la suite (3), désignant par N^ le nombre des suites (5) 
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différentes pour lesquelles 5^ a la même valeur, et remarquant que deux 
suites différentes analogues à (5) n'ont aucune fonction commune, on a 

c'est-à-dire la formule (2). 

On peut rendre la formule (2) symétrique en 5 et ^ en divisant les deux 
membres par ^DC, et remarquant que L est maximum parmi les groupes de 
H que ^7* transforme en un groupe de K, et que son ordre est égal à celui 
de gihgj* . On obtient 

, , . X ff N, N, N^ N, N, N^ . 



s (1) - (f) ■-^' <-' 



C'est sous cette forme, à la notation près, que la formule a été donnée 
par M. Frobenius (*). 

Remarque. — La condition nécessaire et suffisante pour que îi^^o 
est qu'il existe dans G une substitution transformant en H un groupe de K. 
Si donc § ne divise pas ^, on aura N| = o. Au contraire, si H est contenu 
dans K, on aura toujours N^^ o. 

En particulier, quand H = K, N,DC est l'ordre du groupe des substitu- 
tions de G qui sont permutables à K. 

Corollaire I. — Si vDC est l'ordre du groupe des substitutions de G per- 
mutables à K, on aura 

^N^=o (modv), 

et G renfermera exactement - — - transformés distincts de K ayant en com- 
mun avec H - substitutions. 

Nous venons de voir que giLgJ* est maximum parmi les groupes de K 
que gi transforme en un groupe L de H, c'est-à-dire que gj* Kg^ et H ont 



(*) Bien que, dans la démonstration, interviennent des substitutions entre des lettres, on 
sait que ce théorème, comme d'autres de la théorie des substitutions, est applicable aux 
groupes plus généraux d'opérations tels que ceux considérés par exemple par M. Frobenius. 
un pareil groupe pouvant toujours se représenter par un groupe de substitutions transitif, 
dont l'ordre égale le degré, et qui lui est holoédriquement isomorphe. 
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en commun exactement les substitutions du groupe L. Réciproquement, si 
un transformé ^7* ^ffi de K par g^ a en commun avec H exactement les 4^ 
substitutions d'un groupe L, la fonction z^ obtenue en effectuant ^/ dans 
;;, fait partie d'une suite de q fonctions analogues à (5), avec 5^^ = 5. 

Dès lors, soit M le groupe des substitutions de G permutables à K, et 
Oit = v^c; 

(6) I, nii, . .., m^i^ 

les substitutions de M. Les substitutions 

(7) ffh rn^giy ..., mji^gi 

sont telles que^7*Kg^/= (m^gi)"* K(mxgi)j et sont différentes; par suite 
les fonctions analogues à Zf correspondantes font toutes partie de suites 
analogues à (5), pour lesquelles 5^ a la même valeur. 

Soit gi* une substitution de G différente des substitutions (7), la suite 

jouira des mêmes propriétés que la suite (7), et chacune de ses substitutions 
transformera K en un groupe ^7* ^ffi'i^ S7* ^o /? ^^^^ quoi on verrait que 
gi'^ par exemple, doit faire partie de la suite (7). 

En continuant de la sorte et n'opérant que sur des substitutions gi, g^., 
gi"^ ..., pour lesquelles ^r a la même valeur, et telles que gi»» par exemple ne 
fasse pas partie des suites (7) et (8), on répartit ces substitutions en un 
certain nombre de suites analogues à (7) et (8), renfermant chacune 
OIL = vDC substitutions. Ces suites n'ont deux à deux aucune substitution com- 
mune, car l'égalité mx^/= ^xgrj par exemple, entraînerait ^/'r= m{}mxgi 
contrairement à l'hypothèse. 

Le nombre A des substitutions de G, pour lesquelles gr a la même valeur, 
est donc un multiple de vDC. 

D'autre part, le nombre des fonctions z, correspondantes estç^N^. 11 y a, 
d'ailleurs, exactement DC substitutions de G qui changent z^ en Zi par 
exemple, et, par suite, le nombre des substitutions de G différentes qui 
changent z, en une des fonctions z,- faisant partie des suites analogues à (5) 
pour lesquelles y a la valeur considérée est OCyN^. Dès lors 

Anz')C9N^=o (modvOC) 
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OU 

(9) 7N^=o (modv). 

Le nombre des suites analogues à (7) et (8) est — = ^—^\ à chacune 
d'elles correspondra un transformé différent de K ayant en commun avec II 
exactement ^ = ~ substitutions. 

Corollaire II. — Quand K = H, on a 

7N^=o (modN,) 

et G renferme exactement -^ transformés distincts de K ayant en commun 

avec K — substitutions . 

Ce corollaire résulte de la remarque et du corollaire précédents. 

Corollaire 111 . — Soit /?'" la plus haute puissance d'un nombre premier/? 
qui divise Tordre f/ d'un groupe G; un groupe H d'ordre /?*, avec a < /;/, 
contenu dans G est toujours contenu dans un certain nombre d'autres 
groupes de G d'ordre /?", avec a' > a, et en particulier dans un groupe 
de G d'ordre />'". 

Appliquons le théorème précédent, en faisant II = K, /) = /?*; d'après la 
formule (2) 

y r:z/?a(N,-4-/?N,,-+-. . . -h/?*N;,«). 

Par hypothèse, y ^Eo(mod /?'"), et, puisque m >• a, 

Ni-i-/?Np-f-. . .H-/?«N;,«=Ni = o (mod/?). 

Or G renferme un groupe 11'^ d'ordre /?*N,, formé des substitutions 
de G qui sont permutables à II; si /?*' est la plus haute puissance de p qui 
divise p^'N,, on a a'> a, puisque N,^o(mod/?), et, d'après un théorème 
de M. Sylow, déjà cité [formule (i)], H', contient un groupe H' d'ordre /;*'. 
Le groupe H' contient d'ailleurs II, sans quoi le groupe dérivé de H et 
de ir serait d'ordre /?"! avec oi\ >► a', puisque II est permutable aux substi- 
tutions de IL; ce groupe dérivé serait alors contenu dans H', dont l'ordre 
/?*>J, serait divisible par jf'x contrairement à l'hypothèse. 

Si maintenant a'<; /;z, on peut opérer sur H' comme on l'a fait sur II; 
et ainsi de suite. On trouvera une suite de groupes d'ordres />*, p^\ ... 
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croissants, et tels que chacun dVux contienne les précédents; on finira par 
en trouver un d'ordre />"' parmi eux, puisque a, a', ... sont des nombres 
entiers croissants et ^ m, dont le nombre est limité. 

Théorème I. — Soient G un groupe de substitutions, p"' la plus haute 
puissance du nombre premier p qui divise V ordre C^ de G. On aura 

( 10 ) {)—!>'" v(i -+- /i,/> -h . . . -+- n^p"*^ -h ... 4- /!,„ p'" ) 

où p"'^ est Vordre du groupe des substitutions de G qui sont permu- 
tables à un groupe de G d^ ordre />"'. 

La condition nécessaire et sujjfisante pour que n^^^ o est qu'on puisse 
trouver dans G deux groupes d'ordre p'" ayant en commun exactement 
^"'-^ substitutions. Il y a exactement n^^p^ groupes d'ordre /?"* ayant en 
commun avec un groupe d'ordre p"^ exactement />'""* substitutions. 

En efl'et, appliquons le théorème de M. Frobenius, en faisant H = K, 
ij = ^"'; d'après la formule (2), 

On sait qu'on a ici N, = v; de plus, la formule (9) donne 

/>«N^«=o (niodv) 

et, puisque v est premier à /?, d'après un théorème de M. Sylow déjà cité 
I formule (i)], on peut poser 

//a étant entier, en sorte que 

(10) (j — />'"v(i-4- nyp-\-., .-h/ia/?«-h. . .-f- n,np"'). 

Dans cette formule, la condition nécessaire et suffisante pour que w^^ o 
est que N^« le soit, ou, d'après ce qu'on a vu aux corollaires I et II du théo- 
rème de M. Frobenius démontré précédemment, qu'il existe dans G, au 
moins un transformé de H par les substitutions de G ayant en commun 
avec II exactement p"^"^ substitutions. 

De plus, d'après un théorème de M. Sylow déjà cité [formule (1)], tous 
les groupes de G d'ordre /?*" sont les transformés de H par les substitutions 
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(le G. Les deux corollaires que nous venons d'utiliser montrent d'ailleurs 

qu'il existe exactement dans G ^ ' ^* = /ia/>* transformés de H ayant 

chacun en commun, avec H, p"^^^ substitutions. Donc G contiendra exacte- 
ment n^p^ groupes d'ordre p"^ ayant en commun avec Hp"*"* substitutions 
et pas davantage. 

Ce théorème donnera lieu, dans la suite, à un certain nombre d'applica- 
tions. 

Théorème II. — Soit G un groupe de substitutions de degré N et 
d'ordre ç = PTPT"'PT* Pt^ P^t •••? Pk étant des nombres premiers 
différents; soient N — w>, N — f^x-n • • m N — m,, N — f/^ les nombres 
différents qui expriment les degrés des divers groupes d^ ordre /)*', 
/>*', . . ., ^J* contenus dans G : V ordre (^ du groupe G divise le nombre 

.A. .-= (N - «x) (N - iix-, ). . .(N - 1/,) (N - I/o). 

D'après un théorème de M. Sylow, déjà employé, G contient un 
groupe H/ d'ordre 5, = /?7'; soient (N — v^), (N — v^.^), . . ., (N — t^, ), 
(N — Po) avec ^|i< (^|jL_« <. . .< ^i<C ^0? les degrés des divers groupes 
d'ordre pf contenus dans H/ (a, pouvant prendre toutes les valeurs =m/). 
Je dis que /?7' divise le nombre 

En effet, quand [x == o, on voit facilement que cette propriété a lieu; ad- 
mettons qu'elle soit vraie quand le produit lO)/ ne renferme pas plus de 
[X facteurs, et montrons que la propriété a encore lieu quand lO), renferme 
[X -+- 1 facteurs. 

Soit a, une lettre quelconque déplacée par H/; ce groupe permute a < 
avec /?*' des lettres qu'il déplace; il permutera de même une lettre ô, diffé- 
rente des /?*' précédentes avec /?f' lettres différentes de celles-ci, et ainsi de 
suite. 

Soit OLi la plus petite des quantités a,-, p,, ... ; le degré de H, étant, par 
hypothèse, N — p^^, on aura 

/?*'-+-/?f'-+-. ..=:N — i'pL^o (mod /?*•). 

Désignons par J le groupe des substitutions de H,- qui laissent a, immo- 
bile : J sera de degré < N - - Pj^; la quantité qui joue à l'égard de J le même 
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rôle que aft>/ à Tégard de H, sera 

lll>',=i(N-rp)(N-(y)..., 

ne renfermera que des facteurs de ifl),, puisque J est contenu dans H/, et 
ne contiendra pas le facteur (N — Tj^). D'après Thypothèse, l'ordre A de J 
divisera iPo). Or 

/>*' divisant N — v^ d'après ce qu'on a vu tout à l'heure, ^y^ divisera donc 
(N — cy).5, a fortiori (N — i^^i)'M\>i et iii^. 

Les divers groupes d'ordre /j^* contenus dans G étant d'ailleurs les trans- 
formés d'un d'entre eux par les substitutions de G sont tous semblables, et 
la quantité iPo/ est la même pour tous. 

Ceci posé, les A' quantités iPo,, ilba, . . ., ift>A analogues à ifl/ et correspon- 
dant respectivement aux groupes do G d'ordres />7S PT'j - f PT ^^^^ telles 
que 

iib, = o (mod/?7«)» Hi»î=o (mod/?J'*), ..., iilu.==o (mod/>';'*). 

Le produit Ç = />7'/^2"- • -/^'a' divise donc le plus petit commun mul- 
tiple des quantités ift),,\iî>2, ..., ilb^, et a fortiori le nombre x, qui est 
évidemment multiple de ces k nombres. 

Corollaire. — L'ordre ç d'un groupe G de classe N — w^ et de degré N 
divise le produit e = N(iN — i). ..(N — Wo)- 

En effet, d'après la définition de la classe (*), u^ est la plus grande des 
quantités wx, «x-u • • •? '^n "o* Le nombre 8 est donc un multiple de x, et, 
d'après le théorème précédent, ç divise c. 

On peut d'ailleurs établir ce corollaire directement : 

Première démonstration, — Soient p un nombre premier qui divise Ç; 
P^f /?^, /?'" les plus hautes puissances de p cjui divisent respectivement 
N(N — i). ..(N — Wo), f .2.. .(N — Wo — 0» ^' (?; P'^^ suite, p^^^ la plus 
haute puissance de p qui divise 1.2.. .N. Il suffit évidemment de prouver 
que l'on a m^X. 

D'après un théorème déjà employé, G contient un groupe K d'ordre 
oc = z?*"; le groupe symétrique F entre les N lettres de G contient de même 
un groupe L, d'ordre 4^= /?'"^**. D'après le corollaire III du théorème de 



(1) M. Jordan a défini la classe d'un groupe le nombre minimum de lettres que déplacis 
une substitution de ce groupe différente de l'unité. 

Fac, de T. — IX. D.2 
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M. Frobcnius on peut choisir L de façon que R y soit conlenu. De même, 
un groupe symétrique F' entre (N — Uq— i) des lettres de G contiendra 
un groupe K'^, d'ordre m', = p^, lequel sera toujours contenu dans un 
groupe L' de F, d'ordre j(^ = p^^^=z ç; on sait que L' est un transformé 
de L par une substitution œ de F, en sorte que œL'œ"* = L, et, de même, 
œK', a"* = K', K' étant un groupe d'ordre cK' = />^, contenu dans L et de 
degré N — Uq— i . K' n'aura donc en commun avec K, qui est de classe 
^N — Wq, d'autre substitution que l'unité. 
Soient maintenant 



A J I y A j, • • • » Al 



P 



l» 



les substitutions de K et de K' respectivement. Les substitutions de la forme 
kjk-. sont toutes différentes, car kjkj. = kik). entraîne kj* k^= k',.k'~^ = i, 
puisque K et K' n'ont d'autre substitution commune que l'unité, et l'on ne 
peut avoir kjkj.= k^k\, que si kj= /t/, A/.= Av, ou j = /, y' = /'. 

Dès lors, les substitutions différentes de la forme kjk'^. sont en nombre 
,'H\^K'= pw+»A. çjj^g gQj^i^ toutes contenues dans L, et, par suite, il faudra 

Deuxième dénionstration. — Il suffit d'appliquer aux groupes F, F', G, 
dont le premier contient les deux autres, le théorème de INI. Frobenius, et 

d'établir que J'y divise J, d'où l'on conclura que (/ divise —, ou S. 

f r 

Nous allons montrer plus généralement que : si deux f^roupes V' et G, 
assujettis à la seule condition de n'avoir deux à deux d'autre substitu- 
tion semblable que l'unité, sont contenus dans un même troisième F, 
on a J^o(modj'(,*). 

En effet, d'après la formule (2), 

,f ~ J'(Ni4- îNj^-. . .-h 7N,,-h. . .)• 

Ici q divise (j*, et l'on n'a N^ :^ o que s'il existe dans F' un groupe d'ordre - 

qu'une substitution de F transforme en un groupe de G; F' et G ne ren- 
fermant d'autre substitution semblable que l'unité, on n'aura N^r^o que 

pour ^ = i ou y = ff, ce qui donne bien 



(*) Comparez Cauchv, Exer. d'anal, et de Phys. math., t. III, p. 2i8. 
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Théorème III. — Tout étant posé comme au théorème II {ou à son co- 
rollaire) (* ), soient pf et p}' les plus hautes puissances du nombre pre- 

tnier pi qui divisent respectivement X et ^* > u\ étant supposé égal àol qui 

divisent respectivement 8 f?/ S )• Si mi= yj-^ £/> avec £/^o, G permute 
une quelconque des lettres qu^il déplace avec ^sp]' lettres. 

Soit a une quelconque des lettres déplacées par G, t le nombre des lettres 
(jue G substitue à a. On a (? — t/J, H étant le {;rouj)e des substitutions de 
G qui laissent a immobile. 

Soit p^p la plus haute puissance de pi qui divise /> ; on aura 'j»/^ yj^ puisque 
H est de degré < N. Alors t sera divisible par jo"''"'^'=: z^^^'^' "'*'', et a for- 
tiori par p]'^ ce qui permettra de poser 

Remarque. — En faisant varier /, et posant £/= o quand mi<^yj^ on 
voit que t sera divisible par /?'/, par p]*^ . .., par /?^S c'est-à-dire que G 
permutera une quelconque des lettres qu'il déplace avec ^'p\p^2'"P)^ 
lettres. 

En particulier, soient /?,, p^^ " "> Pj l^^ diviseurs premiers différents de 
N. On a évidemment 

N =/?|«-x./?|.-x. . . . /?J/-X/, 
et si l'on a 

on en conclura 

^1=91 — Xi» s« — 9j — Xî» •••» ey=9y — Xy> 

et ^'p\* pi* - " pl^ sera divisible par N, c'est-à-dire égal à N, en sorte que G 
sera transitif. 

Corollaire. — /><, p^^ ..., /?y étant les diviseurs premiers différents de 
N, si />7S jPa"? • • M P"p sont à la fois les plus hautes puissances des nombres 
premiers/?,, /?2, . . ., pj qui divisent ç et G, le groupe G est transitif. 



( * ) Nous indiquons entre parenthèses les modifications à faire subir à Ténoncé du théorème 
quand on veut appliquer non le théorème II, mais son corollaire : les démonstrations sont 
d'ailleurs analogues. 
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Dans ce cas, si une propriété semblable a lieu pour le groupe H des sub- 
stitutions de G qui laissent une lettre déterminée immobile, on en conclura 
que G est deux fois transitif, et ainsi de suite. 

Les deux théorèmes précédents et leurs corollaires sont particulièrement 
susceptibles d'applications quand on veut étudier les propriétés d'un groupe 
G dont on se donne le degré, la classe et Tordre; par exemple, quand on 
voudra étudier les groupes primitifs G d'ordre donné (J, de degré N et de 
classe N — Wo (')• 

II. 

TuÉORÈME 1. — Soient G un groupe de substitutions (Tordre 

Pi^ Pij - - -j Pa étant des nombres premiers différents y H un groupe con- 
tenu dans G, d* ordre 5 = /?Ç' p\' . . ./>f' avec i'^k. 

Si tous les transformés de H par les substitutions de G ont en commun 
un même groupe L d'ordre ^ = p]'pl* . ..py^ij les substitutions de G 
sont permutables à un groupe M, commun à tous les transformés de H 
par les substitutions de G, et qui contient L. 

En effet, soient 

(11) H, H„ ..., Hx 

les divers transformés de H par les substitutions de G. Tout groupe Hpde 
la suite (11) est transformé par une substitution quelconque de G en 
un groupe H<y de la même suite. Considérons un groupe I, contenant L, 
et formé de l'ensemble des substitutions communes à tous les groupes 
(i i). Pour établir le théorème, il suffira de montrer que I est permutable 
aux substitutions de G, car on pourra prendre alors M = I. 

Supposons que I ne soit pas permutable aux substitutions de G. On 
pourra trouver dans G une substitution g telle que 1' = ^~* \g soit diffé- 
rent de I. Le groupe V est commun à tous les groupes de la suite 

(12) g-'^g. g-'^ig> •.., ^-*H>^, 



(*) Voir notre Thèse de Doctorat, 2* Partie, p. 49-104, au sujet des groupes transitifs 
de degré N et de classe N — i, N — 2 0uN — 3. 



SUR LES PROPRIÉTÉS DES GROUPES DE SUBSTITUTIONS d'oRDRE DONNÉ. D.l3 

puisque I est commun à tous les groupes (i i). Mais la suite (i i) contenant 
le transformé H^ d'un quelconque Hp des groupes qu'elle renferme par 
une substitution quelconque de G, les groupes (12) coïncident, à Tordre 
près, avec les groupes (11), en sorte que V est commun à tous les groupes 
(1 1). On en conclurait que le groupe (I, T), dérivé de I et de T, contient 
I, est >► I, et est commun à tous les groupes (11), en sorte que I ne con- 
tiendrait pas toutes les substitutions communes à tous les groupes (11), con- 
trairement à l'hypothèse faite sur I. 

Donc I est permutable aux substitutions de G. 

Théorème II. — Tout étant posé comme à l'énoncé du théorème précé- 
dent, et M contenant L, et étant permutable aux substitutions de G et 
commun à tous les transformés de II par les substitutions de G, si L est 
permutable aux substitutions de M, les substitutions de G sont permu- 
tables à un groupe M', commun à tous les transformés de II par les sub- 
stitutions de G, qui contient L, et qui est d'ordre oii' = jy^'^^* .. , py et 
contenu dans M. 

En effet, soit J un groupe d'ordre :s = p\ p^* . ..py contenu dans M, con- 
tenant L, permutable aux substitutions de M, et maximum parmi les groupes 
de M qui jouissent des mêmes propriétés et qui, en particulier, n*ont pas 
leur ordre divisible par d'autres nombres premiers que les diviseurs premiers 
/),,/?2, ...,/>> de 4\ Pour établir le théorème, il suffira de montrer que J 
est permutable aux substitutions de G, car on pourra prendre alors M' = ,1 . 

Supposons que J ne soit pas permutable aux substitutions de G : on 
pourra trouver dans G une substitution g telle que J' = g'^i g soit diffé- 
rent de J. Le groupe J' est contenu dans g~^ ^\g = M et permutable à ses 
substitutions, en sorte que le groupe ( J, J), dérivé de J et de J', est contenu 
dans M, comme J et J', permutable aux substitutions de M, et contient L. 
Le groupe J étant permutable aux substitutions de M l'est à celles de J'; 
on voit donc facilement que J et J' sont échangeables ( * ), et que l'ordre de 

(J, J') est ^ = ~ > 5, tétant Tordre du groupe R commun à J età J'(^). 

Ainsi, ( J, J') jouirait des mêmes propriétés que J, contiendrait J, et serait 



(*) Srrret, Algèbre supérieure^ t. II, p. 9.83. 
(*) Voir notre Thèse de Doctorat, p. 104. 
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> J, contrairement à Thypothèse faite sur J ( -^ n'ayant d'autres facteurs 

premiers que ceux de -5 ]. 

Donc J est permutable aux substitutions de G. 

Théorème III. — Tout étant posé comme à renoncé du théorème I, et 
]Vr étant un groupe commun aux transformés de H par les substitutions 
de G, contenant L, étant permutable aux substitutions de G et son oindre 
n étant divisible par aucun facteur premier ne divisant pas ^, si L est 
formé de substitutions échangeables à celles de M', les substitutions de 
Cm sont permutables à un groupe M" contenu dans M', contenant L, et 
formé de substitutions échangeables. 

Nous supposons que M' est permutable aux substitutions de G. De plus, 
L étant contenu dans M' est formé de substitutions échangeables. 

Nous considérons un groupe J,, d'ordre :^^ =p*l'p^/ • " Pj contenant L, 
contenu dans M', formé de substitutions échangeables à celles de M', et 
maximum parmi les groupes qui jouissent des mêmes propriétés. Nous re- 
marquerons que J, est formé de substitutions échangeables, et que, pour 
établir le théorème, il suffit de montrer que J^ est permutable aux substi- 
tutions de G, car on pourra prendre alors lVr'= J^. 

En raisonnant comme au théorème précédent, on voit que, si J, n'était 
pas permutable aux substitutions de G, on serait conduit à une contradic- 
tion. 

Remarque L — Soit L, un groupe quelconque contenu dans L; on peut 
tenter d'opérer sur L, comme on l'a fait sur L. 

Dans le cas du théorème I, L, jouit des mêmes propriétés que L, et, par 
suite, ce théorème lui est applicable. 

Dans le cas du théorème II, si L, est permutable aux substitutions de M, 
ou d'un groupe analogue qui le contienne, on peut lui appliquer le théo- 
rème II. 

Dans le cas du théorème III, L, est permutable aux substitutions de M'; 
d'après le théorème II, on pourra trouver M, contenant L,, contenu dans 
M', permutable aux substitutions de G et dont l'ordre n'ait d'autres divi- 
seurs premiers (|ue ceux de L,. Mais les substitutions de L, sont échan- 
geables à celles de M', par suite à celles de M', ; on pourra donc appliquer 

L^ et à M', le théorème III, et trouver un groupe M^ permutable aux sub- 
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sli tu lions de G, contenant L<, contenu dans M', et formé de substitutions 
échangeables. En particulier, si ^^ =/^;S on aura DXi] = p\\ 

Remarque II. — Dans la démonstration du théorème précédent, on 
peut imposer à J,, par suite à M", certaines conditions plus restrictives, 
pourvu au moins que ces conditions soient remplies par L. Ainsi on pourra 
supposer que J<, en outre des propriétés qu'on lui a attribuées, soit encore 
tel qu'il ne contienne que des substitutions de mêmes ordres (jue celles de L, 
à condition que J, soit toujours maximum parmi les groupes de M' jouissant 
des mêmes propriétés. 

En appliquant le théorème III ainsi modifié au groupe L, considéré dans 
la remarque précédente, on voit que le groupe M'| ne contiendra que des 
substitutions de mêmes ordres que celles de L,. Si en particulier L, ne 
contient que des substitutions d'ordre /?,, il en sera de même de M^. On 
peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème IV. — Tout étant posé comme à l'énoncé du théorème pré- 
cédent et Pi étant un diviseur premier quelconque de V ordre .^^de L, on 
aura dans M' un groupe M'", d'ordre DïL"' = p]', formé de substitutions 
d'ordre /?, échangeables, et permutable aux substitutions de G. 

Les théorèmes précédents donnent lieu à un certain nombre de corol- 
laires. 

Corollaire I. — Quand un groupe G est primitif, les divers transformés 
d'un groupe II de G par les substitutions de G auront en commun un groupe 
transitif, ou n'auront d'autre substitution commune que Tunilé. 

En eflet, si ces divers transformés de H ont en commun quelque substi- 
tution autre que Tunité, ils ont t*n commun un groupe M permutable aux 
substitutions de G, d'après le théorème I, et M doit être transitif, puisqu(* 
(i est primitif ('). 

Corollaire IL — Quand un groupe G est primitif, si le groupe M, des 
substitutions communes aux divers transformés d'un groupe H de G par 
les substitutions de G contient une substitution échangeable à celles de M^, 
et d'ordre premier /?, G contient un groupe d'ordre/)^ formé de toutes les 
substitutions de la forme 

(i3) |a7i, x„ . . .,070, ^i-t-XijO-j-hX,, . . ., J7oH-^'Ol (iiiod/?) 



{*) Jordan, Traité des sul/stiiutions, p. 4i. 
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ponnulable à sessubstilulions, X|, X2, ..., Xe pouvant prendre chacun toutes 
les valeurs o, i , 2 , . . . , ^ — i (mod p). 

Par suite G est linéaire et de degré/?®. 

Kn effet, désignant par L, le groupe formé des puissances de la substi- 
tution de M| échangeable aux substitutions de M,, on peut appliquer à L, 
les théorèmes I et II, puis à L, et au groupe M', obtenu, analogue à M', le 
théorème III, les remarques précédentes et le théorème IV. On voit ainsi 
que les substitutions de G sont permutables à un groupe M', d'ordre 
Oïl"' = p^j formé de substitutions d'ordre/? échangeables. Enfin, d'après le 
corollaire précédent. M"' est transitif. 

Ceci posé, si une substitution de M** différente de l'unité laissait quelque 
lettre immobile, en la transformant par les substitutions du groupe transi- 
tif M" qui lui sont échangeables, on voit qu'elle doit laisser toutes les lettres 
immobiles, c'est-à-dire se réduire à l'unité. Donc AP est transitif entre les 
lettres de G et d'ordre égal à son degré; le degré de G est donc/?®. 

Il ne reste plus qu'à faire voir que les substitutions de M'" sont de la forme 
indiquée. Or M. Jordan a montré (') qu'un groupe transitif dont l'ordre et 
le degré sont égaux à p^ et formé de substitutions d'ordre/? échangeables 
était constitué, en choisissant convenablement la notation, de l'ensemble 
des substitutions de la forme indiquée (i3); il en résulte immédiatement 
que G est un groupe linéaire. 

Corollaire III. — Si/?'" est la plus haute puissance du nombre premier 
p qui divise l'ordre (J d'un groupe G, et si tous les groupes d'ordre p"* de 
G ont en commun un groupe L d'ordre Jii = p't'^ i ^ les substitutions de G 
sont permutables à un groupe NP d'ordre /?®>i, commun à tous les 
groupes de G d'ordre /?'", et qui est formé de substitutions échangeables et 
d'ordre/?. 

Si G est de plus primitif, il est linéaire et de degré/?®. 

En effet, d'après un théorème de M. Sylow déjà employé [formule (i)], 
les divers groupes d'ordre/?'" de G sont les transformés d'un d'entre eux H 
par les substitutions de G. Ces groupes ont d'ailleurs en commun le groupe 
L d'ordre > i , et, d'après le théorème I et sa démonstration, le groupe M, 
formé de renscmble des substitutions communes aux transformés de H par 
les substitutions de (i, est permutable aux substitutions de G; le groupe M 

(*) Traité des substitutions, p. 291. 
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est d'ailleurs d'ordre 3TL=/>*^, puisqu'il est contenu dans H d'ordre 

Mais M. Sylow a montré (*) qu'un groupe M d'ordre p^, p étant pre- 
mier, renfermait toujours une substitution d'ordre/? échangeable à toutes 
ses substitutions. On peut immédiatement appliquer le corollaire précé- 
dent, ce qui démontre la propriété, quand G est primitif. 

Quand G n'est pas primitif, soit L, le groupe formé des puissances delà 
substitution échangeables à celles de M; on remarquera que ^i et OÏL ont le 
même diviseur premier unique />, et, par suite, qu'on peut appliquer à M 
et L, les théorèmes III et IV. 

Théorème V. — Soient G et G' deux groupes de substitutions; si G est 
permutable aux substitutions de G', et G' à celles de G; si de plus H est 
le groupe des substitutions communes à G et G', et si S et S' sont deux 
substitutions quelconques de G et G' respectivement y on aura 

SS'=S'S//, 
h étant une substitution de H. 

Bien que ce théorème soit contenu plus ou moins implicitement dans des 
démonstrations connues (^), nous croyons devoir l'énoncer, parce qu'il 
permet d'alléger certains raisonnements. 

Considérons S""* S'""* S S'; par hypothèse, S~' S'S = S', fait partie de G', 
et S'"* SS'= S, fait partie de G. Donc 

fait partie de G' et de G, par suite de H, et l'on peut écrire 

h faisant partie de H, ce qui donne bien 

Corollaire. — Si G et G' n'ont d'autre substitution commune que l'unité, 
on aura S'S = SS', c'est-à-dire que les substitutions de G seront échan- 
geables à celles de G' et réciproquement. 



(*) Mémoire déjà cité, p. 687. 

(*) Jordan. Traité des substitutions, t. IV, Chap. ï. 

Fac. de T. - IX. D.3 
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Soit p une lettre de G différente de a; on peut toujours trouver dans G, qui 
est transitif, une substitution de la forme 

(16) crz=(«;3. ..).... 



Le transformé a~'HaO" = Hp de H» par a contient œ^'H!^^ = Hp et Hj^ 
est dérivé de l'ensemble des substitutions (ou groupes) de Hp semblables 
aux substitutions choisies (ou aux groupes choisis). Dès lors, une autre 
substitution a' de G, de la forme (i6), donnera 

Donc aux N transformés 

(17) Ha, Up, ... 

de Ha par les substitutions de G correspondront les N transformés 
(18) Hi, Hp, ... 

de H'a par les substitutions de G. 

H^ est de degré rf; il laisse, par suite,. N — d lettres immobiles, et est dès 
lors contenu dans N — rf et N — rf seulement des groupes (17). D'ailleurs, 
si H'jj est contenu dans Hp par exemple, il devra, d'après sa définition, être 
identique à Hp, et réciproquement. H^ étant contenu dans N — d des 
groupes (17) exactement, sera identique à N — rfdes groupes (18) exacte- 
ment. Ces derniers étant les transformés d'un d'entre eux par les substitu- 
tions de G seront identiques N — rf à N — rf exactement, et le nombre des 

N 

groupes distincts de la suite (18) sera ^/_ » 

Mais, si 5a v est l'ordre du groupe des substitutions de G permutables 
à Ha par exemple, le nombre des transformés distincts de H'^ par les sub- 
stitutions de G est 





,')av V 


N 

V 


= N d ^' 



Par suite 

v = N 

G contient donc un groupe d'ordre 5a(îN — d) contenant Ha; d'après un 
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théorème de M. Walther Dyck (*), G admet une répartition de ses lettres 
en systèmes de non-primitivité N — rf à N — rf, et G ne peut être primitif 
que si N — rf = I . 

Remarque, — Bien que ce théorème ait été établi par M. Jordan (^), 
par des procédés analogues, nous avons cru devoir le donner : il contient, 
en effet, comme cas particuliers, d'autres théorèmes. 

Si l'on choisit, par exemple, Hg= H», on retrouve un théorème men- 
tionné par M. Rudio ('). Si Ton suppose a priori G primitif, on retrouve 
un théorème de M. Netto (*). 

Corollaire. — Si p est un nombre premier qui divise Tordre ç de G, et 
si N est le degré de G, le groupe H' dérivé de toutes les substitutions 
d'ordre p contenues dans G, semblables, et qui laissent une lettre donnée 
immobile, ne peut être de degré N — rf que si G admet une répartition de 
ses lettres en systèmes de non-primitivité N — c? à N — rf. 

G ne peut être primitif que si le groupe H' est de degré N — i . 

Théorème VIII. — Soient G un groupe quelconque de degré N, p'^ la 
plus haute puissance du nombre premier p qui divise y, A un groupe 
d^ ordre p^ contenu dans G et de degré N — d(^d > o) ; ^n P27 • • • ? ^d^^^ 
lettres de G que A ne déplace pas, Hp^ le groupe des substitutions de G 
qui laissent p< immobile^ v' x V ordre du groupe des substitutions de Hp^ 
permutables à A, V le nombre des lettres i^i(i^d) que G substitue 
à p, , vx r ordre du groupe des substitutions de G permutables à A ; on 
a V égalité 



V = v'v", 



La démonstration repose essentiellement sur un théorème de M. Sylow 
déjà employé [formule (i)], d'après lequel tout groupe d'ordre /?"* contenu 
dans G est un transformé de A par une substitution de G. 

Soit a = (P, P/ ...).. . une substitution de G qui remplace p, par une 
des d lettres 

(19) Pi» !^«» •••» Prf- 



(») Gruppentheoretische Studien {Math. Annalen, t. XXII, p. 94). Voir aussi notre 
Thèse de Doctorat, p. i3. 

(*) Traité des substitutions^ p. 283-285. 

(5) Ueber primitive Gruppen {Journal fur Mathentatik, t. Cil, p. 1-8). 

(*) Untersuchungen aus der Théorie der Substitutlonen Gruppen {Journal fiXr Ma- 
thematikj t. GIII, p. 333). 
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Le transformé a"' Hp œ de 11^^ para est forme de l'ensemble des substitu- 
tions de G qui laissent (3, immobile, et, par suite, coïncide avec H^^ et H^j, 
contient A. 

Au contraire, une substitution t qui remplace p, par une lettre y qui ne 
fait pas partie de (19) transforme H3^ en H^, qui laisse y immobile, et, par 
suite, ne contient pas A. 

Dès lors, si G substitue x lettres à^,, dontv"lettresp, appartenant à (19), 
parmi les x groupes 

(20) Hp,, ..., Hp., ..., Hy, . ., 

il y en a exactement v" qui contiennent A. 

Supposons que parmi les groupes (20) il y en ait X identiques à H^^. Les 
X transformés (20) de Hp^ par les substitutions de G sont identiques X à X ; 
il n'y en a que [x distincts si x = Xjjl, et des lors ç = x^p^ = ^F^-S?.- 

Deux des groupes (20) ne peuvent être identiques que si tous deux con- 
tiennent A ou si aucun des deux ne le contient. Les v" groupes (20) qui 

contiennent A sont donc identiques X à X, et il y a exactement y trans- 
formés distincts de Hp^ par G qui contiennent A. 

Les groupes (20) étant transformés les uns dans les autres par les sub- 
stitutions de G, tout transformé de A par G est de même contenu dans y 
transformés distincts de Hp, par G exactement. 

D'autre part, Hp^ contient exactement 4% transformés distincts de A par 

les substitutions de Hp^ ; tout autre transformé de A distinct des précédents 
par une substitution de G ne peut faire partie de Hp , car tous les groupes 
semblables à A contenus dans Hp, sont les transformés de A par les substi- 
tutions de Hp^, puisque p'" est la plus haute puissance du nombre premier p 
qui divise ,5p^, à cause de l'hypothèse d^o. 

Il en sera de même pour chacun des transformés distincts de Hp, par G, 
en nombre [x. Le nombre des transformés distincts de A par les substitu- 
tions de G sera alors ^-TjT^ P désignant le nombre des transformés distincts 

de IIp^ par G qui contiennent simultanément, soit le groupe A, soit un de 

ses transformés par G, ce nombre p étant évidemment le même pour tous. 

Mais le nombre des transformés distincts de A par les substitutions de G 
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est aussi -^- On en conclut 

On a vu que p = y; on a donc bien v = v'v". 

Corollaire. — Si \ est le degré de G, "S — d le degré d'un groupe A 
d'ordre p" contenu dans G, et si rf> o, dans la formule (i) de M. Sylow, 
V ne peut être égal à l'unité que si chacune des lettres laissées immobiles 
par A est permutée par G avec des lettres déplacées par A exclusivement. 

Si G est transitif, y ne peut être égal à l'unité que sî ^ = i ; sinon v est un 
multiple de d. 

Ce corollaire est applicable pour toute valeur de p qui ne divise pas N, 
car on voit facilement que A ne peut être rie degré N, que si N est divisible 
par/». 

[A suivre.) 
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DÉFORMATION INFINITÉSIMALE DES SURFACES, 



PAR M. E. GENTY. 

Iiménieur en chef des Ponts et Cliaussccs ù Oian. 



1. Soient Xj y et :; les coordonnées d'un point A d'une surface (A); les 
expressions 

/ .r'=:.r 4-6;, 

(I) <. y' --y -Hs/3, 






où £ est une constante infiniment petite, seront les coordonnées d'un 
point A' d'une surface (A') infiniment voisine de la surface (A) et appli- 
cable sur elle, sous la condition 

( i ) It dx dl =: o, 

ce qui montre que $, y] et T sont les coordonnées d'un point P d'une sur- 
face (P) correspondant à (A) par orthogonalité des éléments. 

2. La condition (2) étant vérifiée, on pourra poser 

/ dl —z^d\ —yidz, 
( 3 ) * dri^=. x^dz — 5, dr, 

\ dri —y^dx — x^dy, 

x,, j^, et z^ étant des fonctions des paramètres u et ç auxquels on rapporte 
la surface (A). 

Aussi, à tout système de fonctions a;,, y\ et :r,, telles que les seconds 
membres des équations (3) soient des différentielles exactes, correspond 
une déformation infinitésimale de la surface (A). Si nous désignons 
par (A,) la surface lieu du point A, qui a pour coordonnées x,, y^ et ^,, 
nous dirons que (A,) est la surface caractéristique de cette déformation. 

Fac, de T. — IX. E. I 
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Si enfin nous ajoutons les équations (3), après les avoir multipliées res- 
pectivement par X, , y^ et r, , il vient 

ce qui montre que la droite OA, est parallèle a la normale au point P de la 
surface (P) qui correspond à (A) par orthogonalité des éléments. 



5. Posons 



D = 



\r = 



d^x 



^ du Ov 



âl du- 



"^ C'A OU' 

Z^ du du ' 
içi â'k âx 

^ 57/ ^' "~ 



d-x 



dl d. 



^ dv^ ^ dv dv ^ ^ 



y^ dl dx 
Zd'dî'du 



h — 



X 


V- 


V 




d\ 


dii. 
du 


dv 
du 




du 


- S'eg J 


dl 


dix 
dv 


dv 
dv 





r, / ci g étant les coefficients de Télément linéaii^e de la représentation 
sphéri(jue de la surface (A). 

A Taide de ces notations, on obtient sans peine les relations suivantes 



ày 

du 



\r dv dv ) 



du 
du 



D 



dl 
Tv' 



dv 



et celles analogues obtenues en permutant x^ y et j, X, \x et v. 

Kn tenant compte de ces relations, l'équation (7) peut se mettre sous la 
forme 

dX dr, w^. v^ <^X dxy ..„ VI d\ dxt 



(8) 



Âmà dv dv ^^ du dv A^ du du 



Soient w et p les paramètres des lignes asymptotiques de la surface (A). 



(*) D, D' et D' sont identiques, à un facteur près, au\ fonctions que Gauss a désignées 
par les mêmes lettres. 



E4 

On auni 



l) = 


:0 01 D'^ 





: 


"5,-- l'A- 








lix 


<)7 




C>5 




ày 


= 





L'cquation (8) donnera alors 

^ dï. à.r, _^ '^ dX d,r, 

2àd7t'd^ ~ 2àdi:'d^ -'^' 



du dv 

''â:-~^d^- 

"57 


dv dl ~ 

dv 


^ dv dv 
dv 


dv du. 


di. ..d-J - 


. dl» dl 



et l'on aura cnliii 



d.r ~ dy ~ d: 
dv âv dv 

M. Blanchi dit <|iic iloux surfaces sont as.tociéfs iors(|u"cll(>s se coitcs- 
pondent point par point avec parallélisme dos plans lanj;enls, <li' lellc 
sorte qu'aux asyinptotiques de la premtèro correspond siii- la se<oiide un 
réseau conjugué. On reconnaît alors très simplement : 

I" Qu'aux asymplotiques de la seconde correspond sur la première un 
réseau conjugué; .^m»^ ^^^ 
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'2'* Que les «asyinploliques d'une des surfilées et les courbes (|ui leur 
correspondent sur la surface associée ont aux points correspondanls des 
lanj^cntes parallèles. 

Les résultats (jue nous venons d'obtenir montrent qu(» A'.v Hiufacea (A^ 
i'I ( A, ) sont associées. 

Si la surface (A) est une sphère, la surface associée (A,)(*st une surface 
niininia. 

5. Les équations ( >), (6) et (8) conduisent très siinpl(»nient à Téciua- 
lion linéaire aux dérivées partielles du second ordre dont dépend le pro- 
blème de la déformation infinitésimale des surfaces. 

Posons, en effet, 



(9) 



Hx\=ip, 



on aura, en tenant compte des équations (.)) et (G), 



(lO) 



2 



dl __ dp 



j:, -.— ~ 



du du 



^ dl 



dl __ dp 

~ dv 



Si, d'ailleurs, on pose 



du* 


d't. d'k 
''du^'^'d. 


du dv 


<^ du "^ i^' di' 


dn 


dX dl 

'f du "^ ''' di' 



— eX, 



-/>.. 



= 7:r:-+"7ix:-Â'>^(M, 



avec les équations analogues obtenues en remplaçant A soit par ui, soit 



( • ) X, «ij 3, 3i, Y t*t Yi ^^"^ '^^ symboles «le M. Grisloffel, dérivés de réléineiit linéiiire de 
la représentation spliérique «le (A). ( Voir le § 3 du Mémoire de M. Cosseral .Sm/* les, con- 
frruences de droites et sur la théorie des surfaces). On a d'ailleurs 



hOL=z 



d\ 


dix 


fhf 


dv 


f)v 


dv 


X 


l^ 


V 


d^l 


c>V 


<>«v 


du* 


Ou* 


Ou* 



h ai = 



A 


\^ 


V 


ôl 


(>;a 


€^/ 


du 


du 


du 


dn 


d*ii 


f>ÎV 


du* 


du* 


du* 



avec des expressions analogues pour 3 et Pi, y ^^ ïi* 
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E. GESTV. 


par V, oii aura 




Zà dn 


àl_d'p y d'X_ 
du ~d«' ^ '()«>" ' 


M du 


dr "" 2à àv du ~ du di- Zà ■'"' ; 


r^ 




où l'on a pos<> 






-■=£^.-?^-?.^>/" 




^■='^->t'"î^'~" 


L'éfuiation (8) < 


levicnt alors 



(M) DT'-aD'T'-t-irT^o: 

c'est ré(|ualioii cherchée; elle a pour caractéristiques les asymploliques 
de (A). 

A toute solution p de cette équation correspond une surface caractéris- 
tique, dont ou ohtient les coordonnées en résolvant les équations (f)) 
et (lo), ce qui donne : 

^, = pH-~^ j^ 

avec des expressions analogues \toary, et z,. 

Celte surface, qui est évidemment l'enveloppe d'un plan parallèle au 
plan langent à (A) en A, mené à une distance p de l'orif^ine, définit une 
déformation infinitésimale de (A); nous dirons avec M. liianchi que p est 
\a fonction caractéristique de cette déformation. 

On peut remarquer que l'équation (ii) admet comme solution parti- 
culière les cosinus de l'angle que fait la normale à la surface ( A ) avec une 
direction fixe quelconque. A cette solution correspond le cas particulier 
déjà considéré où la surface (A) est simplement déplacée, mais non dé- 
formée. 
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Si, enfin, on rapporte (A) à ses lignes asymptoliques, réquation (i i) so 
rinhiit à 



6. On a, pour les coordonnées de la surface déforniéo (A') les expres- 
sions suivantes : 

x' — ,r + e^. 

y= y + tn, 

d*où 

fl.r' = dr + c{z,dy ~y,dz), 
dy'^ dy -t- E{j;dz — z^dx), 
dz' =^ds -\- t{y,dx — j, rff ). 

De CCS équations, on déduit immédiatement, en négligeant les puis- 
sances de £ supérieures h la première, 

dx ^r dx' — £ ( s I dy' — y, dz' ), 
dy=.dy' — t{x,ds'— z^dx'), 
dz r= dz' — i {y, dx' — ^1 dy' ). 

Si nous ajoutons ces équations après les avoir multipliées rcspcctivemont 
]iar X, [A et v, it vient : 

Si donc on désigne par X', ja' et y' les cosinus directeurs de la normale à 
la surface (A'), on aura 

fi'— fx + £(vj-, — >,;,). 
V= V +g0.y,-iJ.x,), 
et, par suite, 



du du \du '■ 



(Jv dz, ^ dv,\ 

du y*'^^ du " du } 



1» rfs, _ 0_y,\ 



les dérivées partielles de u. et de v. 
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■^oM'Ml // <'i « li'M |MH)iiMrlrrH (lu irsi'iiii conjnj^iir à CA) cl (A'). On aura 



h' 



ri, |Mil iHIlIr 



n, 



o, 



u)' 



o. 






iliiiH // ri r MMiil \vH |iMniiiirlrrs <|rs li^nrs asMU|)(<)li(|Ucs des (A,). 

\\\\\\\' iiu V h^tirs fts\ ntptttfit/ttrs tir ht surfarr [\^^ correspond sur 
\ \ \ ini f i^si'tiu r»*/(/</i,'//(' f/ni rcsir ctmjfifinr /A/z/.v la (Information, 

Oh |irul rihMin«r auNsi la proposilioi) suivanio : 

Ni // r/ I v«»/</ hw ihuanh^trrs tTnn rr^Krau mnjii::iir à nnr snr/itct^ (^\y 
• / \) itfh' \ttrf\9r\' tnfinifnrnt roisifêi^i^ \ ^ />/\u>7/<i/// dr la déformation 
^/' V V ^ /«'^ «'«/(M/N'Mv hnntirtw <///.r (t^risccs partielles du second oixtrt* 

I ^ I o. 

.: *\ . \ ;., /: '< "\"i:f\\*:( .^•:;.' /.x « A-wtveAv hncainw' *lc la rcprcscntaiion 



Il inWvUo ouliîu vlo vv \juî (*i\vv\l.\ »juo le |>ivl»lonu* ilo la déformation 
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infinitésimale d'une surface (A) revient à la détermination des réseaux 
conjugués, tracés sur cette surface, qui ont une représentation sj)héri([ue 
identique à celle des asymptotiques d'une surface, ou, ce qui revient au 
môme, qui ont leurs invariants égaux. 

7. Comme application, nous allons chercher si, parmi les déformations 
infinitésimales de (A), il y en a une qui conserve les lignes de courbure. 

Soient alors w et p les paramètres des lignes de courbure de la surface 
(A); la représentation sphérique des lignes de courbure devant être iden- 
tique à celle des asymptotiques d'une surface, on aura, d'après un théorème 
de M. Dini, 

du dv 
ou 

d^ loge d^ \o%g 
du dv du dv 

Donc, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une défor- 
mation infinitésimale conservant les lignes de courbure d'une surface (A) 
est que fimage sphérique des lignes de courbure de cette surface forme un 
réseau isotherme. 

On peut alors poser 

dx^ d\ dy\ d\>. ^ d^ 

du ^ dv^ du ^ dv^ du ^ dv^ 

àxi dl dfi ___ dix dz^ dv 

dv du dv du dv du 

Les conditions d'intégrabilité de ces équations sont 

d2^d\ d^__d^dk an 
dv dv ^ dv^ du du du** 

dp dix d*/x d^ dy. d^ix 

dv dv ^ dv* du du du* * 

dp dv d*y da dv d*v 

dv dv ^ dv* du du du* 



Nous supposerons d'ailleurs que les paramètres u et ç aient été particu 
larisés de telle sorte qu^on ait 
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Supposons qu'on ait 

du di> du dv 

ou 

(fO UD'-VI) = o, 

U el V étant des fonctions de u et de r; respectivement Téquation des 
liji^nes (le courbure deviendra 

Si donc on [)Ose 

\/U du -f- v/V dv =z 2duij 

y/lJ du — v^ ^^' = 21 </i'i , 

//i el i*, seront les paramètres des lignes de courbure de la surface, et Ton 
aura, pour rélément linéaire de la représentation spbérique, 

ds^ — 2/ du dv = -- ^ iclu\ 4- c^i'î ) ; 

donc //, et r, sont les paramètres d^un système isotherme de la représen- 
lalion sphérique. 

I^a réciproque est évidente : si les lignes de courbure d'une surface (A) 
ont pour image sphérique un réseau isotherme, l'équation (12) sera véri- 
fiée el les lignes de courbure de la surface s'obtiendront par de simples 
(juadiatures. 

Donc enfin, on peut énoncer la proposition suivante, plus générale que 
celle (pii précède : 

Si une surface (A) admet ^ pour représentation sphérique de ses 
llf^nes de courbure, un réseau isotherme, on pourra obtenir, par de 
simples quadratures, une déformation infinitésimale de (^K) consentant 
les Hunes de courbure. 
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SUR QUELQUES 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 

DU SECOND ORDRE, 

PAR M. E. VESSIOT, 

Chargé d'un Cours complémentaire à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



Celte étude est divisée en trois parties. La première est consacrée an\ 
équations du second ordre 

dont l'intégrale générale est de la forme 



X 



_, cx yi(0H-Ct9t(0H-c, yaCO 
c,^,(0-^-c,4/,(0-^^J+»(0 



et que nous appelons, pour abréger, les équations (E). Toute équation (E) 
est de la forme 

(2) A(.r'x''— 2x'*) H- hx'-^- Cxx'-^ Djc'-H P x' -h Q o:» -+- R j: -h S z= o, 

les coefficients A, B, C, D, P, Q, R, S étant liés par deux relations dilï'é- 
rentielles que nous déterminons. L'intégration d'une telle équation se 
ramène à celle d'une équation linéaire du troisième ordre, car on peut tou- 
jours déterminer, sans intégrations, une transformation 

«(OjK4-P (0 

telle que l'équation en y soit identique à celle dont dépendent les dérivées 
logarithmiques des intégrales d'une équation linéaire du troisième ordre. 
Un intérêt particulier s'attache, par suite, parmi les équations (E), aux 

Fac. de T, — IX. F. I 
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équations de la forme 

puisque toute équation (E) se ramène facilement à ce type. Nous montrons 
comment l'intégration d'une telle équation (3), équivalente, en général, à 
celle d'une équation linéaire du troisième ordre, se simplifie parla connais- 
sance d'une ou plusieurs intégrales particulières. Ces réductions tiennent 
au fond à ce que l'équation (3) possède des systèmes fondamentaux d'inté- 
grales, l'intégrale générale s'exprimant, par des formules connues, au 
moyen de quatre intégrales particulières quelconques. 

Dans un second paragraphe, nous considérons les équations géné- 
rales (2). Elles conservent leur forme par les transformations de variable 
et de fonction 

^'^ "^7(07-^3(7)' '-?(")• 

Nous indiquons sommairement la détermination des invariants des équa- 
tions (2) pour ces transformations (i), et donnons, comme application, 
les conditions sous lesquelles l'équation (2) se ramène à une équation 

jc" -^ Lvx' -\- m .r' -\- p x^ -\- qx^-\- rx -h s zz; o, 

à coefficients constants. On sait que ces dernières équations ont été étudiées 
par M. Picard, et, plus récemment, par M. Mitlag-Leffler. La méthode 
employée est celle dont Laguerre et Halphen se sont servis pour les équa- 
tions linéaires, et qui a été utilisée notamment, depuis, par M. Appell et 
M. Painlevé; elle est fondée sur la recherche de formes canoniques pour 
les équations (2). Nous adoptons, comme forme canonique, dans le cas 

général, le type 

x" -+- 3 xx' -\-lx^-{- 3x -\- K = o. 

Mais, dans des cas particuliers, on le remplace par l'un des suivants : 

x" -^ 3xx' -h x^ -{- i\x^ -i- n — o, 

x"-\- Ex^ -H F = o, 

La troisième partie contient la solution du problème suivant : 
Rcconnaiire si une équation du second ordre (i) peut s'abaisser au 
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premier ordre par une transformation définie par une équation de la 
forme 

et déterminer y dans ce cas, les fonctions F correspondantes. 

En général, toutes ces fonctions F sont fonctions d'une seule d'entre elles, 
qu'on obtient sans intégration, ou, si l'équation (i) est de la forme 

par une quadrature. On peut donc dire qu'en général il y a zéro solution, 
ou une seule solution. Une seule équation fait exception, c'est l'équation 

x"—x'Q{t)-^x'^l{x), 

où et ^ sont des fonctions quelconques de leurs arguments. Il y a ici une 
infinité de solutions distinctes, qui s'obtiennent par des quadratures. Cette 
équation s'intègre du reste elle-même par quadratures, et l'intégrale géné- 
rale s'exprime, au moyen d'une intégrale particulière quelconque x^^^ par 
une formule 

OÙ a, b sont des constantes arbitraires, et où la fonction $ ne dépend pas 
du choix de l'intégrale particulière x^. C'est donc encore une équation à 
solutions fondamentales. 

I. — Recherche et étude des équations (E). 

1. Parmi les équations différentielles du second ordre, il est naturel de 
rechercher, comme étant analogues aux équations de Riccati, celles dont 
l'intégrale générale est de la forme 

/ j X ^ _. giyi(0-^gi?»(0-^g3y»(0 

c<, Cj, Cj étant des constantes. 

Si l'on suppose donnée cette intégrale (i), on trouve immédiatement 
pour l'équation cherchée : 



(2) 



X^^— 9| x'^^-k- X^'^ — ^\ X^^^-Jr 2X'^\-\' 0C^\'- ^\ 

x'^^— o, x'^t-^ ^'^'%-' 9î Jc"^!-^ ix'^\-{- xYt — ?î 



=z O. 



i 



I 

i 

i 



I 



I 



f 



II 



I, 

'il 



m 



I 

i! 
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ce qui donne, en développant, une équation de la forme 

(3) Ki^xx"— 2^'«) -h B^"-4- Corx'-h Da:'4- Px»-h Qx'-+- R^ ^- S r= o, 

où A, B, G, D, P, Q, R, s sont des fonctions de la variable indépendante /. 

Mais cette équation dépend de 7 fonctions arbitraires de /, alors que (i) 
n'en contient que 5. On prévoit donc que l'équation (3), qui comprend 
évidemment, comme cas particulier, l'équation linéaire du second ordre, 
avec ou sans second membre, n'aura pour intégrale générale une expres- 
sion de la forme (i) que si ses coefficients vérifient deux relations. Ceci 
ce que nous établirons en toute rigueur, et nous donnerons, en même temps 
que ces deux relations, le moyen de ramener la recherche de l'intégrale (i), 
dans le cas où elle existe, à l'intégration d'une équation linéaire homogène 
du troisième ordre. 

Remarquons auparavant que le problème que nous traitons est un cas 
particulier d'un problème, plus général, résolu par M. Sophus Lie (') : 

Trouver toutes les équations différentielles du second ordre dont V in- 
tégrale générale est de la forme 

c'est-à-dire qui se ramènent, par une transformation de points 



_ Q (.r, t) ,^ _ ^(.r, 



à la forme -^^ = o. 



11 nous paraît cependant intéressant de traiter directement la question 
que nous nous sommes posée, tant à cause de la simplicité de la méthode 
qui nous servira, que parce qu'elle nous fournira quelques résultats sur les 
équations générales de la forme (3). 

2. Deux remarques vont nous servir de point de départ. D'abord, à la 
classe d'équations considérée appartient évidemment l'équation 



,1' (ï) Archiv for Mathemalik og Xaturvidenskab,; i883. Classification und Intégra- 



tion von gewôhnlichen Diffère ntialgleichungen, etc., III. 
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obtenue en posanl 






lans l'équalion linéaire du troisième ordre 



(0) 



z'^ -^-'kz"-^- pLs'H- v = o. 



Kn second lieu, si récjuation proposée a son intégrale générale de la 
forme (i), il en esl de même de la transformée de cette équation obtenue 
en posant 

et récipro(juement. 

Je dis de plus que, si Téquation (3) a pour intégrale générale (i), on peut 
disposer de a, p, y» S dans la formule (7), de manière que sa transformée 
en ^^ soit précisément de la forme (4), c'est-à-dire, ait son intégrale géné- 
rale de la forme 



^•i7j(0 + CîXî(0-+-^j 7.3(0 



On a, en elFet, 



yx — a. Cjïy^i— a^,]-4-c,[y9,— a'|,]-i-c»[793— «il^al 
et il s'agit de satisfaire aux équations 



(â'J^i — 5?i = "/-/ (7?i — «'^1 )' 



dt 



P+î- 59,= ^-(}.9, -«•},), 

P'^j— <î?j= ^(y?a — «+3). 

Klles fourniront des valeurs compatibles pour p et S, si a et y vérifient la 
relation 

(8) +t 9f 7?', — a+î =0. 

Or, cette équation admet toujours pour a, y une solution (autre que 
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a = Y = o). Les conditions cherchées s'obtiendront donc en exprimant 
qu'il existe au moins une transformation (7) ramenant Téquation (3) à la 
forme (4); et, cette transformation une fois connue, l'étude de Téquation 
donnée est ramenée, comme il a été annoncé, à celle d'une équation liné- 
aire du troisième ordre, l'équation (6). Il résulte de plus, de ce qui précède, 
que s'il y a une transformation (7) répondant à la question, il y en a une 
infinité, car a et y ne sont déterminées qu'à un facteur près A(/). 
Mais on peut déterminer ce facteur, en s'imposant la condition 



(9) 



*»j -»! *'l 



^\ **J WJ 



3 *'3 *» 



= 1, 



où l'on a posé, pour abréger l'écriture, 

-1 = y?i — «+i> -» = y?! — «+»' -j = y ?3 — «'|v 

Si l'on suppose en effet déterminé, par Téqualion (8), le rapport p = ^» 

on voit facilement que la condition (9) ne contient pas les dérivées de oc. 
Remarquons enfin que la condition (9) équivaut à ce fait que X = o dans 
les équations (4) et (6), et nous pourrons énoncer le résultat suivant : 

Pour que Péquation (3) ait une intégrale générale de la forme (i), 
il faut et il suffit qu'il existe une transformation (7) qui la ramène à 
la forme 

(10) v" -*- 3 yj' -H ^5 -h H7 -f-K — o. 

Cette transformation y si elle existe, est unique, et une fois qu'elle est 
connue, en posant 

('0 y = T 






V équation proposée est ramenée (sans intégration) à l'équation li- 
néaire 

(12) 5'^-+-H5'4-K5 = o. 

3. Avant d'appliquer le résultat précédent, nous remarquerons que 
réquation (3), la plus générale, possède la propriété de se changer en une 
équation de môme forme, pour tout changement de fonction et de variable 



^ = «(0/, 




j:_-y 4-a(/), 




I 

X — -y 

y 




t 9(") ou 


du 
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iiidépcndanle de la forme 

Pour le montrer, il suffit évidemment de vérifier le fait pour chacune 
des transformations 

(I) 
(il) 

(IIl) 

(IV) 

car la transformation précédente est un produit de transformations de ces 
(juatre types. Or, la transformation (1) donne 

X =z a j, x' = ay' -h ot! y^ .r" = cny" 4- 2 cf! y' h- ay", 
xx'' — 2x'^= a* (7/"— 2j''') — 2(xol' ,yy'-h (««"— 2 a'*)/'. 

La transformation (II) donne 

j?— /-f-a, x'z^y'-\-(x\ x" ^=1 y" -Jr ol" , 
xx" — 2x'*=z{yy''-' 2y'') 4- cny" — 4 a'/' 4- ol" y — 2 a'*. 

Et la transformation (IV) donne 

I^e résultat est donc évident pour ces trois transformations. 
Quant à la transformation (III), elle donne 

x-=z!-y j:' — —^, j." = _ ZLZliZ_ , xx''—2x'* = ^ ^. 

y y* y^ j' 

et, par suite, la transformée en j^ est 

B(7y- '^y'^) -^ Ay 4- l)j^/4- C/- Sj»- Ry*- Qy^v = o. 
On conclut de là bien facilement le moyen de faire disparaître le premier 
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lernic de Téquation (3). Il suffit, par une iransformalion de la forme (H), 
de faire disparaître le second terme, et de passer ensuite à Téquation aux 
inverses. On voit ainsi que la transformation cherchée est 

(i3) x= — r , 

Ai' 

et l'équation transformée est 

( 1 4 ) v" -h At' h- mr' H- />i'' -+- qv^ -+- rt» 4- 5 =: o, 



avec 



/ = ^ [AD - BC 4- 4( AB- BA')], 



(i5) 



I 



C 

A 

y9=p[a(.\B'— BA')«-(BC-AD)(AB'-BA') + I'B'-QAB»-hRA*B-SA»], 
q= -^, [A( AB'- BA") - (a A'- C)( AB' — BA') - 3PB' + aQAB — RA*], 

r=Jj(3PB-QA), 
P 



On remarquera enfin que, si Ton fait dans l'équation (i4) la transforma- 
tion 

le terme en (yy — ^y'^) reparait, à moins que y ne soit nul. 

1. Tout revient donc à chercher la condition nécessaire et suffisante 
pour (ju'il existe une transformation 

(«6) r=z«(0/-f-(3(0, 

ramenant l'équation (i 4) à la forme (lo), et à trouver cette transforma- 
tion, quand elle existe. Il vient 
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et, par suite, pour Téqualion en y, 
On a donc les conditions 





a ^Icf} /?«', 




/«3 -h ma -h 2 a' — 0, 




l(X(x'-{-3pa^P 4-<7a' = o, 


d'où Ton tire 






3 




/(3-4-m — 2-j 0, 



3/>(3-+-^ — /' = o, 



ou enfin 



3 ^ /' m 

(17) *~7' (^"^^/«""T' 

avec 

(18) 9/? — /- = o, l' -h Im — 3^=:o. 

Nous avons supprimé la condition / ^ o, car, si / = o, les deux conditions 
(18) deviennent /? = y = o, et l'équation (i4) est linéaire, de sorte que 
Téquation proposée a bien, dans ce cas, son intégrale générale de la 
forme (i). 

Les conditions (i8) sont donc les conditions cherchées, et, si elles sont 
remplies, les formules (17), jointes aux formules (16), (i3) et (i5), don- 
nent la transformation qui ramène Téquation (3) à la forme (10), c'est- 
à-dire à l'équation linéaire (12). Le résultat annoncé est donc établi. 

Il est naturel de chercher à exprimer, au moyen des coefficients de 
l'équation (3), les conditions (18). On trouve sans difficulté 

L=X'(gp — l') = 2(AB'- BA')*-+- (AD - BC)(AB'- BA') - (AD - BC)» 

4- 9(PB»- QAB*H- RA«B - SA»), 
M = AH/'-+-/w — 37) 
= A(AB"- BA")- 2A'(AB'- BA') -+- A( AD'- DA') -t- B(CA'- AC) 

-f- C(AD - BC) -h 9PB»- 6QAB -+- 3RAS 

Fac. de T. — IX. F. 2 
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et il est naturel d'introduire, pour la symétrie, 

N = B(AB'- BA'') - 2B'( AB'- BA') - B(BC'- CB') — A(DB - BD') 

-+- D( AD - BC) -h 3QB«- 6RAB -h gSA». 
Si l'on remarque l'identité 

L=:MB-AN, 

on voit que les conditions cherchées s'écrivent soit L = o, M = o, soit sous 

une forme plus symétrique 

M r= N = o. 

5. Il résulte de ce qui précède que toute équation (E), dont l'intégrale 
générale est de la forme (i), se déduit d'une équation linéaire du troisième 
ordre de la forme 

(12) 5'-4-5'H(0-H5K(0=o, 

par une transformation (connue) 

('9) ""- z'y(t) + zm' 

L'intégration d'une telle équation est équivalente à celle de l'équation 
(12) qui lui correspond; il est évident, en effet, que la formule (19) don- 
nera l'intégrale générale de l'équation considérée, dès qu'on connaîtra 
celle de (12). Pour montrer qu'inversement l'intégration de l'équation pro- 
posée fournit l'intégrale générale de (12), il suffit de l'établir pour l'équa- 

lion en y = ^» 

z 

(10) y''+iyy + y^+lAy + K=o. 

Supposons, à cet effet, que l'on connaisse quatre intégrales quelconques 
y\t y^^Xt^Yh de cette équation (10); il leur correspond des intégrales de 
(12) z,, ^2, -^3, telles que l'on ait 

. A^f A*^ *f^ «I — f- ■»*• -1~ *»* 

(20) yt=-r-' y*=T' y»=z^' /♦= r 



\ ^f -^J -*»! T" '*»t 

On a donc 

et en différentiant 

[/i -X -+-71 (7i~7*)]-iH- Lr't -7* -H7i(7i--70]«t-^- [/'s -/4-t-73 (7.-/4)] ^j = o, 



SUR QUELQUES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES DU SECOND ORDRE. F. Il 



d'où ron tire 



-5| — pÇj, 5j — pÇj, Sj — p»98, 



^n ^2j ^s étant des fonctions connues, et p un facteur à déterminer. Nous 
remarquons alors que, le terme en z"" manquant dans l'équation (12), et 
z^y Z2J z^ n'étant définies par les relations (20) qu'à un même facteur con- 
stant près, on peut s'imposer la relation 



«1 






c'est-à-dire, en posant 



-4 






Ç' = 









pÇ = 'i 



_?:. 
.-■ç. 



-•i 






-^ï 






On a donc bien, en fonction de y,, y^, y,, y* et de leurs dérivées, trois 
intégrales indépendantes de l'équation (12), c'est-à-dire l'intégrale géné- 
rale de cette équation. 

6. Il résulte de la démonstration précédente que ta connaissance de 
quatre intégrales particulières de l'équation (E) conduit , sans intégra- 
tion, à l'intégrale générale de cette équation. Et la relation (19) fait 
prévoir aussi que la connaissance de une, deux ou trois intégrales particu- 
lières de l'équation (E) doit entraîner des simplifications dans l'intégration 
de cette équation ; et il suffira encore d'étudier ces simplifications dans le 
cas de l'équation (10). 

Considérons l'équation, un peu plus générale, 



(4) 



/"-^ 37/-H7» 4- X(/-h7«) -f- fJL/ -h V = O, 



et supposons qu'on en connaisse une intégrale particulière y t. En posant 



(il) 



y^yt-^-n. 



on trouve pour y] une équation de la forme 



rj" -h 3 YJYi' -H TQ* -t- X| ( Yï' -+- Y)* ) 4- fX, TQ = O. 



il 



*i ■ %' — %^ — /.. V — ^ r.r V, 



r. z^ — - ■•.-=: —i- "» . 



0:*n]iiD«:-au f>ara^Taphe p^rêcêdenl. on f-e^ûl î':iLp>i< 






c'esl-â-dire 



w • ^ a 



» - — % : 






yi .»»— ?i 



•>? qui monlre que, ayant calculé par deux quAdraluïvs r. •:! - 
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duit sans quadrature nouvelle. Dès lors, Tinlégralion de l'équation (12), 
et, par suite, de l'équation (10), est achevée. 

Donc, quand on connaît trois intégrales paî^ticulières de Véqua- 
tion(E)y l'intégration de cette équation s'achève par deux quadratures. 

7. L'équation (4) possède encore une propriété remarquable, qui la 
rapproche de l'équation de Riccati. C'est que les valeurs de y et y les 
plus générales qui y satisfont s' expriment en fonction de quatre systèmes 

de valeurs particulières (yny\)j (ja? xd^ (y^jXdy (ji» yd ^^ ^^ deux 
constantes arbitraires par des formules dont la forme ne dépend pas du 
choix de ces quatre solutions particulières. 
Pour le voir, introduisons l'équation linéaire 



(6) 



-3*' -h X 5" -H fJL 5' -i- V 5 = o, 



dont l'équation (4) dérive par la transformation y = ^' On pourra poser 












et, pour l'intégrale générale. 



y= -- 



C\Z t -H Ct 5, -f- Cj 4», 



l*»! 



-' 
«. 



On en conclut 



C| Z\ -\- Cj 4»{ -f- C% 5; 






et aussi 

Ci -1(7 — 7i) -+- c,5,(jK — 7t) -H c^z^{y —7,) = o, 

d'où Ton tire, en éliminant j,, ^s^, z^ 



ct{y—yt) yt—yk 7«(/«— /*)-^/î — /* 
cx[yx{y - yy) -^ y' - y\\ yx-y^ 71(71-74)-+- ri 

Cî[7«(7-7i)-+-/-/t] 7î-74 7«(7t-r4)-H7i 
<^î[73(7-7»)-+-7'~7i] 7»— 74 7s(7»-74) -+-7s 



= 0, 



7; 



7; 
7; 



= 0. 



F.ii 



c. TESUm. 



Il d't a plus quk réfoadre en y H y\ ce qui donne de* 
hotao^èœs et de degré zéro eo c, <r2r,. dont les coefl&cients coot 
en V. yryz}\ y\ yty\y\ - (>& «^wit 1« expremont amioncéef . 

On pent encore rérifier qae Téquation linéaire 



one équation de Lie ^ ' «. On le Toit de la manière la ph» «aiple en 
faîsint 



ente derient 



rêqoation 



•>û Ton Toît apparaître le ^jope projectif a deax variables 



^. :^. xi?£. x^. Y^ Y^. 
<»X ^Y *»X 4^Y ■<« '<^Y 



Xx^-Y^^ YX^-V^I 



L*êqaatioo « 4 » partage la p^rc^riét^ q^^ rK^* Tenon* d'indiquer 
toutes les équations qu'on en déduit, ea j:«c-*a^t 



■s t — ^ 



a, h. c. «/étant quatre constantes ariitraires. <yz. f-r-t i"^ re*te défliootrer 
que les équations ainsi formées sont Je^ îi*r:i:trs -r^7i.i*i>i:S 4e la forme Ci} 
[avec les équations \ 3 • à c*>efBcients c^i-ostaiits -rt Ir^ 'r:pAt>:'Ct* linéaire^ J 
qui aient une semblable prx>f^élé. 



II. — Fv»wiEs i.c5>\:vri5 :-£ l'î-cir:..^ 



>- N>>us avons \u n-^â » que requitirn 
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conserve sa forme par tout changement de fonction et de variable indépen- 
dante de la forme 



(2) 






. Il est donc naturel de chercher à disposer des quatre fonctions indéter- 
minées qui figurent dans ces formules (2) de manière à ramener l'équa- 
tion (i) à une forme canonique. Nous chercherons cette forme canonique 
parmi celles pour lesquelles on a A = o ; et il résulte dès lors de la remarque 
faite à la fin du n® 3 que tout revient à étudier les réductions dont est 
susceptible l'équation 



(3) 



v" -4- Ivv' •+■ mv' H- pv^ -\- qv^ -\- rv -^ s ^=z Oy 



par les transformations 



(4) 



^ = a(07-*-l3(0, ^ = ?(") 



du , , 
ou ^=Z(0 



\t est la variable indépendante dans (3), u la nouvelle variable indépen- 
dante]. Il vient, pour l'équation en y, 



(5) 



S+0^ + 3n,^ + «j^ + ^j'»+A7 + 8 = o. 



où l'on a posé 



(6) 



IF' 



« 



î^= —5 (/«a' -4- 3/>a«(3 -4- ^a»), 



«X 
I 

«X 
I 



a = — j [«"h- /(a(3'4- (3a') -h ma'-i- 3/>a(3*-t- 2 7a(3 -h ra], 






Nous nous imposons les trois conditions 



4^=3, ail=o, ^ = o, 



'>? qui 4^rtsf$fT 

X ' i ' 



'i'ou IV/fj tir^« #ï^ri irupfiOftant 

l^ri» val'rijm ftuivanie» p^^ur a. 3 et i/ 

^•l b (htttu: canonique annoncée e«l 
oij Ton a fK>î>^f 

l«î.H quaritil/;» 1, J^ et K^ s'expriment rationnellement au moyen des coefB- 
cientH rie IV'quation (3) et de leurs dérivées. Remarquons que a n'est dé- 
t^Tininé (|IjVj un facteur constant prés, et que, par suite, on doit considérer 
coninie érjuivalente.s deux formes canoniques qui diffèrent par le change- 
ment de J en a' J, de K en a' K, et de £/ en - £/ -h h. où a et 6 sont des con- 
Htarite.s. 

9. I.e rénultat précédent fournit en même temps les invariants de 
IVffpjaiion Ci) pour les transformations (4), et, par suite, au moyen des 
formulrH (1 11) du n" IJ, les invariants de l'équation générale (i) pour les 
transformations (2). Les invariants fondamentaux sont évidemment la 
varial)l(î(!aiioni(pie f/, les invariants I, J, K, et leurs dérivées de tous ordres 
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par rapport à u. On remarquera que I est rationnel par rapport aux coeffi- 
cients de Téquation et aux dérivées de ces coefficients, et qu'il en est de 
même de Tinvariant 

Nous nous bornerons à appliquer ces remarques pour trouver les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour que l'équation (i) se ramène par une 
transformation (?.) à une équation de même forme à coefficients constants. 

Supposons, à cet effet, que (i) soit à coefficients constants; il en est de 
même de l'équation (3) correspondante, qui s'en déduit par la formule 

A - H r 

X— — 

Dés lors, la variable canonique u ne diffère de a que par un facteur con- 
stant, et l'on a les relations 

(i3) Imconsl., 12 = const., J«'=const. 

Ce résultat est en défaut, si l'on a 

c'est-à-dire, puisque les coefficients sont constants, et que la condition (7) 
est toujours supposée vérifiée, 

3/>m — ql=zo. 

On a, dans ce cas, 

a = const. 
et, par suite, 

(i4) 1^ const., J= const., K = const. 

Réciproquement, si les invariants I, J, K sont constants, la transformée 
canonique de la proposée est à coefficients constants; et si l'on a les rela- 
tions (i3), cette transformée est de la forme 

du* -^ du -^ u*^ u^ 

où a, 6, c sont des constantes. Or cette équation se change, en posant 

y =7:' «' = iogw. 



u 
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en une équation à coeflicients constants, à savoir 

La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc que Ton ait des 
relations de la forme ( 1 3) ou ( 1 4 )- 

Il serait facile de conclure de là des cas d'intégrahilité de l'équation (i) 
en appliquant aux transformées à coefficients constants (9) et (i5) les 
résultats obtenus, sur les équations (3) à coefficients constants, par 
M. Picard (') et par M. Mittag-Lcffler ('). 

10. Les résultats précédents sont en défaut si la condition (7) n'est plus 
vérifiée. Supposons d'abord 
(16) gp-t' = o, 1^0. 

On obtiendra une forme canonique convenant à ce cas, en faisant, par 
exemple, 

< = 3, <£ = i, 011=0, A = o; 

les deux premières de ces conditions étant compatibles à cause de la condi- 
tion ( iG) : ^ se détermine au moyen d'une équation de Riccati, puis a par 
une quadrature, et l'on obtient alors u par une nouvelle quadrature. La 
forme canonique est 

(} et H sont, avec u, les invariants fondamentaux pour ce cas où l'invariant I 
est égal ù l'unité. Il figure du reste deux constantes arbitraires dans l'ex- 
pression de G et H, et trois dans celle de u. Il y a donc, en réalité, pour 
une équation (i) donnée, une infinité de formes canoniques (17). 

On verra, comme précédemment, que, pour que l'équation donnée soit 
réductible à une équation à coefficients constants, il faut et il suffit que, 
dans l'une de ces formes canoniques, les invariants G et H ou bien soient 



( ' ) Mémoire sur la théorie de» fondions algébriques de deux variables. {Journal 
de Liouiille, t V (4' sûric), p. aSi-aH;.] 

(•) Sur Vintêgralion de l'équalion y' — A/^-+- l!_f'-f-C_y-hD + (E^ ->- F)_y'. (Acla 
malliematica, l. XViri.) 
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constants, ou bien satisfassent aux conditions 

Gu = const., Hw'=iconsl. 

L'expression de G est simple, c'est 

ri---^(/'-*-/m-37). 

Il serait facile d'en conclure de nouveau que la condition G = o est, 
avec I = r, la condition nécessaire et suffisante pour que l'équation pro- 
posée appartienne à la classe des équations (E), étudiées dans le premier 
paragraphe. 

Passons au cas / = o, en supposant d'abord p ^ o. Nous posons 

ce qui détermine P sans intégration, puis a par une équation linéaire et 
homogène du second ordre, et enfin y par une quadrature. L'équation prend 
ainsi la forme 

(18) gH-Ey^.F = o. 

Enfin, si l'on a à la fois l = p = Oj on peut supposer q ^ o, sans quoi 
l'équation serait linéaire, et l'on pourra poser 

,m.z=o, ^=1, c^ = o, 

ce qui donne a et ^ sans intégration, puis y^ par une quadrature, et l'équa- 
tion proposée devient simplement 

(-9) gH.^«+T = o. 

IIL — Sur un cas d'abaissement des équations différentielles 

DU second ordre. 

11. Nous avons eu plus haut (n** 6) l'occasion de nous servir de cette 
propriété de l'équation 

ri" -h 3TQyi'4- y)'-f- X(y)'+ Y)') -4- fxt) = o, 
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de s'abaisser, par la transformation 



\ — > 



à une équation du premier ordre 

Nous allons considérer maintenant les équations différentielles du second 
ordre 



I 

,1 

■I 

i; 



■ I -• 
1, 

I- 

I 

I 



I 



I = 



I . 

; I 



"M 

H 



I ' 



(O 



j;''=9(.r', .r, 0» 



qui jouissent de la propriété analofçue que l'équation dont dépend une 
fonction de x et x\ 



(2) 



V = F(.r',x), 



soit, pour une forme convenable de la fonction F, une écjuationdu premier 
ordre 



(3) 



v'-^(;(V,/). 



L'intégration de l'équation (i) revient alors à celle de l'équation du pre- 
mier ordre (2), où Ton devra remplacer V |)ar l'intégrale générale de Té- 
(jualion (3), c'est-à-dire nîvient à Tinlégralion successive de deux équa- 
tions du premier ordre, dès qu'on a déterminé une fonction F répondant à 
la (jueslion. 

Nous montrerons (jue Ton peut toujours, [)ar des différentiations, re- 
connaître si une équation donnée (1) possède la [)ropriété précédente, et 
que, en exceptant le cas où la variabb? indépendante t ne figure pas expli- 
citement dans l'équation proposée (i), et un cas particulier où F se déter- 
mine par (|uadratures, on obtient toujours alors, sans intégration, une 
fonction F satisfaisant à la question. Nous pouvons donc dire que les 
équations considérées s'abaissent au premier ordre. 

La condition pour que la transformée en V soit du premier ordre s'ob- 
tient immédiatement, en écrivant (pie le déterminant fonctionnel, en or' 
et ;r, de F et de 

V' — c» -»- /• • 
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est nul, ce qui donne 



^^^ ^\âjr Ox'* ôx'dx'dx) 



,fàV â'F d¥ d^F\ ^ ^àF ^ô^fdF^Y /^^ i _ 

~^^ \àx ôx'âx Ox' âx^)'^ âx' ôx' àx dx \ôx') ^ * ^ ) —<^' 



En joignant à cette équation la condition 

ÔF 

on a les équations du problème. On les transforme, en posant 

ce (jui donne les équations 

, V àZ ,dZ„^r,0<p do âZ 

On en tire, en différentianl par rapport à Ma première et posant 

+ = log^. 

âx' dx' âx ' 
et, en difîérentiant une seconde fois, 

Si donc j^r^ n'est pas nul identiquement, on tire de là la valeur de Z, 

qui doit être indépendante de /, de sorte que . ,^ > j-^ doivent être de 

la forme 

Jl±. - ff,. àlî(x',x) Ô2±_ _ ,,^, àn{x',x) 

âxât"-^^^ âx' ' âxât~'^^^ â^ ' 



et, par suite, 



^=/{t)U(x',x)-^/,(t), 
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c'cBt-à-dire 

a et Aétantdciixconslantcs. On voit donc qu'il suffit de prendre 

►■<''->=(3J).=,.= ''-'''-"' 

|>our avoir une solution du problime et, d'apri-s l'équation (6), la solutii 
la plus générale sera 

F — Tonct. Krhitr. do F». 

Quant aux conditions de possibilité, on les obtiendrait en portant la v 

leur (8) dans les équations {7). 

Appliquons, par exemple, ces résultats A 

.r' -.- Sxx' -,/■'-(- >(0{.'^'+ -r') H- pC)-'. 
Il vient 

4. -- ll>g[).'{-c'4- x') + jx'j:], 

d^ __ > '(j; ' -t-x') ■+■ ji-'x 
Ol ~' V(ar' + jr') --r fi.'x' 

(■'„ "^'"'.-^-il '*■ i"^ ■ F - fond. arl). tic ('f-±-^ V 

12. Si —^■^ est nul i(lenli([uement,on voit facilement, en prenant^ pou 
iiiconniie, à la place d<! Z, (|u<^ le problème est impossible si l'on n*a pas ei 
niènie temps - — y ;= o (identicpiement), c'est-à-dire si ç n'est pas de If 
forme 

9 : \(x\.r)0(t) i-H{.r',.r). 

Débarrassons-nous d'abord du cas où ^ ne contiendrait pa» /; la pre- 
mière équation (7) délermine alors seule Z, On intégrera donc d'abord 
l'équation 

<»' »(-'-';^-'':;^-°. 

ri! (|iii rt'vient à cberclicr, suivant le procédé classique usité pour de telles 
équations, une intégrale première de l'équation proposée. Prenant alors, 
dans (7), une intégrale de (jj) à la |>lace de Tune des variables a;', «jj 
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est conduit, pour déterminer Z, à une équation de Riccati ordinaire, mais 
qui s'intègre par quadratures, car on a évidemment l'intégrale particulière 



Z = — ^(•^''•^) 



x' 



Laissons donc de côté ce cas, dans lequel notre problème n'a plus d'in 
térêt, et revenons à l'équation 

œ" = 9{x'y x,t) = A {x', x) 0{t) -h B( x', x). 

Les équations (7) se remplacent par les suivantes : 

. dZ r,dk dk _ 

B— 4-a:'— -Z«-Z— 4-— =:o 
dx' âx âx' àx 

En écrivant qu'elles forment un système intégrable, on obtient une con- 
dition de la forme 

(11) PZ*-hQZ4-R = o. 

Si cette équation n'est pas une identité, elle permet de voir, par des 
différentiations, si le problème est possible et fournit, dans ce cas, la seule 
valeur de Z convenant au problème, c'est-à-dire aux équations (10). On 
en peut conclure l'une des valeurs de F; en effet, la première équation (10) 
s'écrit 

dx' Va/ dx Va; 

On déterminera donc, par une quadrature, une fonction U(x-', x) telle que 

rm 

d\] = -r dx'-+- Y ^-P. 

et cette fonction U satisfait à la condition 

— = Z — 
àx âx 

c'est-à-dire que F = U est une solution du problème, et la solution la plus 

générale est 

F = fonct. arbitr. de U. 



^ ■.»V'.r 
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r /f 



1^=^*.*-*' ' -^."' '. 'iii .#• .- Tij '. 
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Mais cette équation admet Tintégrale évidente ^ = — X, et si l'on pose 

^0 est donné par 

de sorte que Ton a 

(i3) Z = x'K(^)= — x' X-h 



(^n a ensuite 

dont on a une solution par une quadrature 

(i4) U = a:'e/^<')''^ 

et la solution générale est une fonction arbitraire de U. Le problème se 
résout donc entièrement par des quadratures, comme nous l'avions an- 
noncé. 

14. Si l'on veut seulement intégrer l'équation (12) on prendra la solu- 
tion la plus simple 

la transformée en V étant 

V'-T(OVz=o; 

on en tire immédiatement 

V = e/Trf/, 

et, [)ar suite, pour l'intégrale générale de la proposée, 



(i5) 



Cef^dtcit^ Çe-S^^'dx. 



1/ équation (12) s'intègre donc par quadratures, et l'on voit que son inté- 
grale générale est de la forme 

c'est-à-dire que les constantes arbitraires y figurent linéairement, de sorte 
(jue c'est un cas particulier des équations étudiées par M. Lie {voir n** 1) 
et qui sont réductibles à la forme y" = o. 
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On peut cnlîn remarquer que réquation (12) possède, comme Tcquation 
étudiée au premier paragraphe, 

des systèmes fondamentaux d'intégrales (*). Si l'on considère, eneffel. 
l'équation linéaire aux dérivées partielles qui lui correspond 

c'est une équation de Lie (*), car les deux transformations infinitésimales 

satisfont à l'identité (X,, X.^) = X^et, par conséquent, forment un groupe. 
On vérifie, du reste, sans peine qu'en posant 

M{x)- fe-f^d^dx, 

on a, entre une intégrale particulière quelconque x^ et l'intégrale géné- 
rale Xj la relation 

où a, b sont des constantes arbitraires; on a donc bien une relation de la 
forme 

X z=^(xo \a, 6), 

entre une intégrale particulière et l'intégrale générale, la fonction $ res- 
tant la même, quelle que soit l'intégrah; particulière considérée, de sorte 
qu'on peut dire qu'une intégrale particulière quelconque constitue un sys- 
tème fondamental. 



(1) Nous avons indiqué quelques résultats sur les équations du deuxième ordre, qui ont 
cette propriété, dans une Note présentée à l'Académie des Sciences le i**^ mai 1893. 
P) Voir notre Travail déjà cité au n* 7. 
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LES FONCTIONS A MULTIPLICATEURS, 



PAR M. E. LANDFRIEDT. 



INTRODUCTION. 

Les fonctions à multiplicateurs, dont nous allons nous occuper, ont fait 
jusqu'à présent l'objet des travaux d'un mathématicien français (*). Les 
résultats obtenus par ce savant ont mis en évidence l'analogie frappante 
qui existe entre la théorie de ces fonctions et celle des fonctions algébriques 
rationnelles en s et z. Nous allons essayer de faire ressortir davantage cette 
analogie, en traitant un genre de questions auxquelles n'a pas touché 
l'auteur déjà cité. 

Après avoir exposé, dans un premier Chapitre, une démonstration de 
l'extension du théorème d'Abel aux fonctions à multiplicateurs $m^n^, basée 
sur la seule définition de ces fonctions, nous arrivons au véritable but de 
notre travail. Après avoir défini ce que nous entendons par défaut et 
excès du système de pôles d'une fonction ^my^n^j nous arrivons à introduire 
dans la théorie de ces fonctions une classification entièrement analogue à 
celle qu'a introduite M. ChristofTcl dans la théorie des fonctions algébri- 
ques. Nous donnons les propriétés essentielles caractérisant les deux espèces 
de fonctions $, que distingue notre classification, et nous établissons notam- 
ment une formule générale pour représenter chacune de ces deux catégories 
de fonctions 4>m.^/i-^. 

La méthode dont nous nous servons est celle de Riemann, adoptée aussi 



(*) Appell, Généralisation des fonctions doublement périodiques de seconde espèce 
(Journal de Math, par M. Resal; i883). — P. Appell, Sur les intégrales de fonctions à 
multiplicateurs f etc. (Acta. math,, t. XIII). 
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par M. I\ Appoll. Nous employons copcndtinl, pour rendre simplement 
oonnoxe la surface T de Rîemann, un mode de coupures un peu différent 
de celui doul se sert M. P. Appell. 



CHAPITRE I. 



I . — Ci É N É R a L I T É s. 
StMl 

Tèquation algébrique définissant ,v en fonction de z. Nous introduisons la 
surface de Uiemann correspondante, cpie nous désignerons par la lettre T. 
Olle surface sera transformée en la surface simplement connexe T' dv 
Ixiemann au moven d'un système de j/> coupures a>, />>, cx(>. = i, 2, ...,^). 
Ici n«>us ne suivrons pas entièrement le mode de coupures adopté par 
M. W Appell. 

Après a\oir introduit les ip coupures Oy. 6), ainsi que le fait M. V. AppelK 
nous prenons sur la surface T un point quelconque co, ne coïncidant avec 
aucun point singulier de la fonction 6\ Cela fait, nous menons à partir du 



\ " -^ > , \ ' 



\ 



\ 

I 






^^ 



\ 






; 



point A» p coupures t^ se continuant, sans se couper mutuellement, jus- 
t]u\uî\ p points d'inlei^eclion ^.;., h.\ Sur chacune de ces ip coupures 
ainsi dctinies nou> distinguons deux bords, un bord positif et un Inird nè~ 
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gatif, ainsi que le montre la figure. L'ensemble de ces bords formera une 
seule ligne courbe, limite de la surface simplement connexe T'. Les flèches 
indiquent les sens d'un parcours positif de cette courbe limite. 

Le mode de coupures ainsi introduit permet de simplifier certaines dé- 
monstrations et de rendre plus symétriques certaines formules de M. P. 
Appell. C'est ainsi que les relations liant les modules de périodicité d'une 
intégrale de première espèce seront remplacées par les suivantes : 

p 
Ax(i — /ix) — Bx(i — mx) — Cx=o et ^Cx^o (>. = i, 2, .. .,/?). 

De même la relation iS*", donnée par M. P. Appell (p. 34) sera rem- 
placée par 

p 

2 [ Ax(5 — /ix) — Bx(i — m\)] = G, 
x=i 

qui se déduit des relations précédentes par une simple addition. 

Comme on le voit également dans cette nouvelle notation, l'intégrale 
de première espèce aura, non plus 3/> — i modules de périodicité, mais 
bien 3/?. C'est là surtout ce qui contribuera à rendre les formules plus 
symétriques. Une remarque analogue s'applique aux intégrales de seconde 
et de troisième espèce. 

Dans la suite nous désignerons toute fonction aux multiplicateurs w^^ riy 
par le symbole ^m^^n^^^ l'indice dénotant les multiplicateurs. 

IL — Extension du théorème d'Abel aux fonctions *m^«x- 

Nous allons maintenant développer une démonstration de l'extension du 
théorème d'Abel aux fonctions Om,^»^, basée, non plus comme celle de M. P. 
Appell sur la formule donnant la fonction ^m-^n-^j mais sur la seule défi- 
nition de la fonction. Cette démonstration nous permettra en même temps 
de donner ce célèbre théorème sous une forme un peu plus complète que 
celle sous laquelle l'a énoncé M. P. Appell. 

Avant d'en arriver à notre démonstration, nous établissons quelques 
théorèmes préliminaires. 

Théorème A. — Toute fonction ^m^n^ uniforme surT' ne déifient infinir 
en T' qu'en un nombre de points fini et jamais qu'à un ordre fini. 
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Demonslralion. ,^ ^ ^ =o est une fonction algébrique et n a, par 

conséquent, que des pôles d'un ordre fini et en nombre fini. Or ç ne peut 
devenir infinie qu'aux zéros et aux infinis de Om. n^. 
Donc, etc. 

Théorème B. — La somme N des nombres d^ordre de ^w^n^ en T' est 
égale à zéro, 

Demonslralion. — Nous entendons ici par nombre d'ordre ce que Neu- 
niann (Vorles, ûber Riem. Théorie d. AbeVschen Inlegr., p. !\i) entend 
par Ordnungszalilen. Nous avons alors, en vertu d'un théorème de 
Cauchy, 

N= — !-. / ^/log^,« » , 

l'intégrale étant étendue, dans le sens positif, au contour complet de la 
surface simplement connexe T'. 
Or 

r\oL\ 



J I 7 IX 



Cl) 



J UMx 

donc N = o, parce que le long de chaque coupure 

-+- — 

De ce théorème, nous déduisons immédiatement : 

ïiiÉouÈME C. — *m^n^ possède en T' autanl de zéros que d'infinis. 

Ces théorèmes préliminaires une fois établis, nous abordons la démon- 
stration du théorème d'Abcl dans son extension aux fonctions 4>m,/i,. 
Nous considérons, à cet effet, la fonction 



'A'-fc 



P = «/ 



1^ rfj 



XX 
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OÙ «pt désigne Tin tégrale normale de première espèce de Riemann, possé- 
dant le long de a^ le module de périodicité f ji:« et le long de &>, le mo- 



Fig. 2. 




dule de périodicité a\^. Le symbole f ) désigne zéro ou Tunité, selon que 

X > fJL ou X = [X. 

Soient 

^\j £>> £39 •••) ^ki •••) £9 les zéros, 

^1, ^j, 5„ ..., àk, ..., iq les infinis de 0«„. 

A A 

Nous aurons alors : 

i"" Dans le voisinage de e^^, ^r~^^ = ""z: •" fonction continue, 

p ^ Mf^ _^ ^^^^^ ^^^^ 

P aura donc, en cet endroit, un résidu, Rés.(e;t)= u^{ti^). 
a"* Dans le voisinage de S^ -rr^ = •:r— t" -^ fonct. cont., 

P=-M!il-4-foncl. cent. 

Le résidu correspondant de P sera donc Rés.(S^) = — «^|i(S*)- La fonc- 
tion P ne possédant pas sur la surface T' d'autre résidu différent de zéro, 
la somme y de ces résidus sera 
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Or, P est partout uniforme sur T'; nous aurons donc, d'après un théo- 
rème connu, 

y — ■ — -. / «u'^log*™ n . 

l'intégrale étant étendue, dans le sens positif, au contour complet de T'. 
\ous poserons, pour abréger, 

p F p 

1 = 1 I I 

et nous calculerons séparément chacune des trois sommes à droite 



J Ir I» 



(I) (.n)= I » ('V'"»8*-i-,-"i'<'l»8*-,.,) 



'A 



(«H-— 'V)'"Og*'".,v 



donc 



J ly le 

où ^'(i désigne un nombre entier. 

D'une manière analogue, nous avons 



(3) '^{c^) = o. 

Nous trouvons ainsi 

En égalant les deux expressions ci-dessus oblonues pour -'i nous avons 
le ibéorènic suivant : 

Théorésie d'Abel. — Sf (e e^), (5,, . . ., o,) d<Ksignrnl Irs zt'fos et 
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(i.7 



les infinis iVune fonction ^m^^n^^, nous aidons les p relations 



A-, 



(0 ^["\i{^h) — U]f.{àk)] = -\o^n^——.^a^^^\o%mx-\-{g\li)^ (p = 1,2, 3,.. .,/)), 



k-\ 



).= ! 



OU 



{g I ^)li= ^fiTT/ -h]^Ax«À(i. 



Les logarithmes figurant à droite sont considérés comme uniformes^ 
tandis que les nombres entiers g\j /^> sont définis rigoureusement par 
les formules 

a 

y 



û^log*;„),n.,= log/j^ -^inig^, 



b 



^Iog4>,„.„. =iIogmx~2Tr//i).. 



Nous démontrons réciproquement que, si les équations (i) sont vérifiées 
et si, de plus, g^ et h\ sont des nombres entiers, les deux systèmes de points 
(s,, . . ., £^) et (S,, . . ., ùg) sont les zéros et les infinis d'une fonction 4>/,i.^„.^. 

A cet eiïet, nous considérons la fonction 



7 ^ i ^ 



4> = e 



A-^1 X=l X = l 



(lette fonction O est uniforme en T' et admet, ainsi qu'il est facile de le 

vérifier. 

Le long de «>., le multiplicateur mi. 



» 



» 



b^, le multiplicateur 



7 r ^ p 

*^1 X = l ' ), = ! 



Puisque, par hypothèse, les équations (i) sont vérifiées et que g^ et //> 
sont supposés être des nombres entiers, le multiplicateur se réduit à 



C»"S'»^+«',x»'î'=:/ijjL. 



\/A r4u:î\trfff\nfz du th'rorVrrnc fï\M k: Iroave ainsi démoDlrêie. Nou^ 

r/îHiifrioriH ^rri un j^juI théorème. 

Tn^j9HkHV.. - /^o^r y//// cx/>/^ un^- fonction *.^^. uniforme enT ei 
ndmrltani />/ /or/^' ^Z'? </> ^^ '>% '^* multiplicateurs conxianU iw- , #»;, il faut 
H il nufjit que. les équations (i) soient vérifiées, g^ ei h, étant des nawn^ 

hres entiers. 

Cas spécial. — T.e cas spécial qu^* M. P. Appell distingue toujours rigroo- 
r(»U8(Mn(Mit du cas général se présente toutes les fois que les zéros el les 
infinis de ^m^n^ sont les zéros et les infinis d'une fonction algébrique ration- 
nelle en ^ct j, et ne peut se présenter que dans cette hj-pothèse. Nous n'en- 
trons pas dans la discussion de ce cas spécial, au moins pour ce qui regarde 
les écjuations du théorème d'Abel. Les multiplicateurs W), nx satisferont à 
certaines relations, qui se trouvent chez M. P. Appell, toutefois sans la dê- 
l<»nnination des nombres entiers M, N qui y figurent. Nous n*insistons pas. 



■•••■ 



CHAPITRE II. 



CLASSIFICATION DES FONCTIONS 4»;„. „ 



k"\- 



I. — Cas général. 

Nous (h)unons dans ce Chapitre, avec les modifications nécessaires, Tex- 
lenHJon aux fourlions <I>,„^„^ de principes introduits par M. Christoflel dans 
la ihéorie des fonctions algéhriques. Voir y à ce sujet, le commencement 
du Mémoinî de M. Chrisloflel, Ucher die canonische Farm der Ftie- 
niann'srhrn in f effraie i'*** Gattung (Brioschi, Annali di Matematica, 
u** nérie, t. I\). 

Nous piMMions comme point de départ, dans les développements qui sui- 
vent, Téquation 

«lonnée par M. l\ Appell, page a8 de son Mémoire. Dans cette équation, les 
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points i^ sont les pôles de ^m^^n^ et G;^ les résidus correspondants, tandis que w' 
est la dérivée par rapport k z Aq l'intégrale générale co de première espèce 
relative aux multiplicateurs inverses m\=z i \m\, n\= i '.ny. 

Soient £,, £2, ..., ^^ les pôles d'une fonction ^m-^n^; nous supposons que 
les coefficients c^, . . ., Cp.^ entrant dans l'expression de l'intégrant général 
de première espèce 

iû' = Cl Cl)', -+- CjtOj -h. . .-h Cp_,Ci)p_,, 

soient déterminés de manière que o)' devienne zéro en tous les points 
£,, . . ., £^ à l'exception d'un seul £a. L'équation (i) nous donnera alors 

Gaw'(£a) = o, c'est-à-dire ui'(ek)=^o. 

iXous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème I. — Si £<, £3, . . ., tç désignent les pôles d'une fonclion ^m^u^^ 
et (o' Vintégrant général de première espèce relatif aux multiplica- 
teurs inverses m'y = i im^, n'i = i in^j le système d'équations 

contiendra au moins une équation surnuméraire. 

Soit p le nombre exact des équations surnuméraires du système 
(o'(£,)=:o, ..., o)'(e^) = Oj q — p le nombre des autres équations que 
nous appellerons essentielles. Nous aurons alors 

p=i et g — pfp — i, 

puisque le nombre des équations essentielles ne peut dépasser le nombre 
p — i des coefficients c,, c^, . . ., c^_, à notre disposition. Soient 

fJ^'(e^)=.Oy .. , 6j'(Êa)=o> •••» oj'(£^_p)=:o les équat. essentielles, 
o/(e^_p^i) =0, ..., a)'(£p)=o, .., oi)'(£^) =:o » surnuméraires. 

Les membres gauches de ces équations sont liés par des relations de la 
forme 

a = i 

OÙ le signe ^£ est le symbole de l'identité. En effet, les relations (i^) sont 
des identités par rapport aux coefficients c^, . . ., Cp^^. 

Fac. de T. — W. G. 2 
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En vertu de (i^), Téquation (i) prend la forme 

Or, les équations co'(£a) = o (a = i, 2, . . ., (jr — p) ne contenant aucune 
équation surnuméraire, nous pourrons déterminer les coefficients c,, . . ., 
c^_, de manière à avoir 

OÙ a,, . . ., a^^p désignent des quantités arbitraires. Nous pourrons notam- 
ment déterminer les coefficients de manière que w'(£a) devienne zéro 
en tous les points £«, à Texception d'un seul, que nous choisirons d'une 
façon arbitraire. L'équation (i^) nous donnera, par suite, 

(2) ria+^y»?^'?"^^- 



? 



Cette relation n'est autre chose que la solution, par rapport aux résidus 
G,, . . ., Gçj du système de /? — i équations 

(i,0)'i(£i) -+- (lîr,)'i(£,) -f-. . .4- GyCOj (£y) 1=0, 



Il résulte de cette relation (2) que, si £,,..., e^ désignent les pôles d'une 
fonction ^m-^n.^, les résidus correspondants ne pourront être choisis arbitrai- 
rement. Le nombre des résidus pouvant être pris d'une façon arbitraire est 
égal au nombre p des équations surnuméraires du système (i^). Les autres 
résidus seront des fonctions linéaires des premiers et seront donnés par la 
relation (2). C'est là une propriété commune aux fonctions Om^^n^ et aux 
fonctions algébriques rationnelles en s et z. 

La considération du nombre q — p des équations essentielles va nous 
conduire à une classification des fonctions 4>m.^„^ en deux grandes catégories. 
Si 

l'intégrant général co' ne deviendra pas identiquement nul, si nous 
déterminons les coefficients c,, ..., c^. , de manière que co' devienne zéro 
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aux points £,, . . ., e^.p. Si, au contraire, 

^ — P^P — ^y 

a>' sera identiquement nul, si nous imposons aux coefficients c la même 
détermination. 

Dans le premier cas, nous appellerons le système de points £<, . . ., ^^ ^" 
système de première espèce, et la fonction ^m^n^^^ qui devient infinie en ces 
points, fonction ^m^n^ de première espèce. Dans le second cas, nous par- 
lerons Ae systèmes de deuxième espèce et de fonctions <Pm^„.^de deuxième 
espèce. 

Nous allons nous occuper successivement de ces deux espèces de fonc- 
tions ^my^n^. 

A. — Fonctions ^m^n^^ de première espèce. 

Toute ^mln\ (fonction de première espèce) est caractérisée par les rela- 
tions 



(a) 



X^o. 



Tout intégrant général de première espèce 

contient /? — i coefficients constants et sera, par suite, déterminé à un 
facteur constant près, si nous lui imposons p — 2 zéros essentiels. Le 
nombre q — p des points essentiels étant inférieur de X à /) — 2, ces points 
essentiels ne suffiront pas pour déterminer complètement l'intégrant co'. 
Nous appellerons X le défaut du système £,, . . ., e^ et du système d'équa- 
tions (ifl); p sera appelé excès du système de points et du système d'équa- 
tions (la)- Les deux nombres p et X sont les nombres caractéristiques de 
tout système de première espèce. 

Soient ^mln^ une fonction de première espèce, w' l'intégrant général de 
première espèce aux multiplicateurs inverses. Nous formons le produit 

-. — Ad) r 

Ce produit sera une fonction algébrique, uniforme et régulière sur T. 
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Nous supposons w' détermine de manière à devenir zéro en tous les 
points £,,..., E^; £,,..., £y désignant les pôles de ^/J.^/»-, '^ ne pourra alors 
devenir infinie qu'aux infinis de co', c'est-à-dire aux points de ramification 
de T; c'est, par conséquent, l'intégrant général de première espèce iv de 
Riemann par rapport à T; donc 

A A 

(o' n'étant pas identiquement nul, nous avons le théorème suivant : 

Théorème II. — Toutr fonction ^m[ny^ de première espèce est de la 
forme 

a'' 
di " — _. 

^ tu. n. — / 

Cette expression nous donne immédiatement une limite supérieure pour 
le nombre de pôles d'une fonction $;//.^n^ de première espèce. En effet, co' 
possède 

zéros situés à distance finie. C'est là aussi la limite supérieure en question. 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème 111. — Le nombre des pôles d'une fonction ^\n\n^ est 

Les deux nombres p et X ne sont pas indépendants l'un de l'autre. En 
effet, si 

nous pourrons, outre les q pôles, imposer à ^\\\n-^ /'zéros choisis arbitraire- 
ment. $^'^ sera alors déterminé à un facteur constant près. Dans le cas 
actuel, nous avons 

c'est-à-dire que nous pourrons, outre les q pôles, choisir arbitrairement 

p — ). — 2 
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zéros de 9l\!„, . Nous obtenons ainsi une série de relations 



A A 



p — X -i- 2, pour fJ^=Py 

p — X-h3, » <7=i/>-hi 



p = X -h 2 -h /*, » q = p -h i\ 



p =1 X 4- />, » r/=:2p — 2. 

Il suit de là que, pour une valeur donnée de ç', p et X sont liés par une 
relation bien déterminée, p est toujours plus grand que X ; sa valeur minima 
est 2 -h /• pour g =z p -\~ r. 

Pour /? = o, il n'existe pas de fonction à multiplicateurs constants. 

Pour /? = I , nous avons a/? — 2 = o. Les fonctions $m-^/i^ correspondant 
à cette valeur de p ne peuvent donc être des fonctions de première espèce. 

Nous nous bornons à ces développements pour les fonctions $m^/i-, de 
première espèce. 

B. — Fondions ^m^n^ de seconde espèce. 

Toute fonction ^ml,,^ (fonction ^m^»^ de seconde espèce) est caractérisée 
par la relation 

(?) Ç-'P=p — if 

où le nombre p, auquel ici aussi nous donnerons le nom d'^excès du s}stème 
des équations essentielles, est au moins égal à l'unité. Nous pouvons, par 
suite, énoncer immédiatement le théorème suivant : 

Théorème IV. — Toute fonction ^ml„^ possède au moins p pôles simples. 

De la relation (P), qui peut s'écrire 

nous déduisons, en outre, le théorème suivant : 

Théorème V. — 5/ nous imposons à une fonction $m.^«^ de seconde 
espèce q pôles simples y nous pourrons encore choisir arbitrairement 
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zéros de cette fonction; ^ml»^ sera alors déterminée à un facteur con- 
stant près. 

Soient maintenant e^, . . , e^ le système des pôles d'une fonction Om^»^, 
£,, . . ., £«, . . ., e^.p les points essentiels de ce système. En vertu de la rela- 
tion (^), les équations 

&)'(£, ) = 0, ..., a)'(6a)=0, 0i'{Ep^i)=O, 

OÙ o>' désigne comme précédemment l'intégrant général de première espèce 
aux multiplicateurs inverses, ne renfermeront aucune équation surnumé- 
raire. Nous pourrons donc déterminer les coefficients C|, . . ., c^_| de 

'j)'z=z d Cl) j H- Ci 0)^ -f- . . .-h Cp_,a)p_j, 

de manière qu'ils vérifient les équations 

OÙ a,, ...,«« • • •» ^p-i désignent des quantités arbitraires. 

Supposons que ce soit fait; nous trouverons ainsi pour c,, . . ., Cp«, des 
fonctions linéaires et homogènes des quantités ««. La substitution en co' de 
ces valeurs ainsi obtenues pour c,, . . ., Cp_, nous donnera 

a^p — i 

les coefficients a» étant des quantités arbitraires; les facteurs û^ seront 
des intégrants de première espèce aux multiplicateurs inverses. Ces inté- 
grants sont liés étroitement au système des/? — i points essentiels £«. 

Soit, en effet, t^ un point quelconque du système des points £«; nous 

aurons 

P-i 

w'(£,x) — «{I, et o/(£pt)= 2^«^*(^i*)' 

d'où 
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De cette dernière relation nous déduisons immédiatement 
r» ^(t(S(x)=i, pour oL = ii, 

Nous avons ainsi découvert un système singulier de p -— \ intégrants 
de première espèce aux multiplicateurs inverses. Ces intégrants ù'g^ sont 
liés étroitement au système des p — i points essentiels e^. û^ est nul en 
tous les points £,, ..., e,^,, à l'exception du seul point £«, pour lequel cet 
intégrant est égal à l'unité. 

Revenons maintenant à l'équation 

k=l 
ou 

a p 

qui nous a servi de point de départ dans notre classification des fonctions 
$,„^„^. La substitution 



nous donnera 



ou 



a p a 

a ( p ) 



c'est-à-dire 



^M «a» «/>-! étant des quantités arbitraires. 

Si nous désignons par ^(o|£;t) une intégrale de deuxième espèce, d'une 
fonction ^m^n^^ toute fonction ^m^n^ pourra être mise sous la forme 

a p 
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OÙ iv est une intégrale de première espèce d'une fonction ^«i-^^- En verlu 
de la relation o, cette formule peut s'écrire 

p-l 

9^=:2^i(«îj)/(0|£a)-/(0|£^). 

Ainsi que nous Tavons vu, p est le nombre minimum de pôles que possède 
une fonction ^m.^«-^ de seconde espèce. Soit ^ml»^ une fonction de deuxième 
espèce d'ordre p^ aux multiplicateurs wx^x- Cette fonction pourra se mettre 
sous la forme 

4>J.n. r=tv — Go, 

A. Â. 

OÙ 

p-l 



o =^a':,(e^)£(o\£aL) - no\e,,), 



a = i 



Nous pouvons disposer à notre aise du résidu G, qui figure dans cette for- 
mule. Supposons G = — I . Nous aurons, dans celte hypothèse, 

(i) Dans le voisinage de £„ 4>,,î'„ =: r rouet, coiil.. 

Dans le voisinage de s,, ^m!n. = ^'t(^p) z ^" ^^ncl. conl., 

, , , » £2, 4»'*^ = £21(£„) -4- fonct. conl., 

(2) / ^ — £2 



.) £,,_,, 4»;^.'„. =1 £2),_, (£;,)-^: h fond, conl., 

^ * *» — £p— 1 

Nous avons ainsi trouvé le théorème suivant : 

Théorème VI. — Si nous déterminons une fonclion ^m\n^^ d'ordre p, 
de manière que son résidu au point fixe tp soit — i, cette fonction 
^m[ny^ possédera aux p — i pôles restants e,, . . ., £^_, des résidus égaux 
aux valeurs que prennent au point fixe tp les p — 1 intégrants û' que 
nous avons trouvés précédemment. 
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Ainsi que nous l'avons démontré, le cas général n'admet pour p = i 
aucune fonction ^m^n^^ de première espèce. Il est facile de prouver que 
pour^= I le cas général n'admet pas non plus de fonction de deuxième 
espèce. Pour p = i , la relation 

qui caractérise les fonctions de deuxième espèce, se réduit en eflet à 

q — 9-0; 

le nombre des équations essentielles de système 

serait donc nul, ce qui est une absurdité. Les fonctions à multiplicateurs 
donnés, qui correspondent à la valeur i de /?, rentrent, par conséquent, 
toutes dans le cas spécial de M. P. Appell. Nous allons donner brièvement 
la théorie de ce cas spécial- 

II. — Cas spécial. 

Comme on le sait, le cas spécial, que M. P. Appell sépare toujours soi- 
gneusement du cas général, a lieu toutes les fois que $ est de la forme 

où T désigne une fonction algébrique rationnelle en 5 et z, et £( s) la fonc- 
tion exponentielle employée couramment par M. P. Appell. Ici encore nous 
distinguerons deux espèces de fonctions $. Nous dirons que ^m^n.^ est de 
première ou de deuxième espèce suivant que t est de première ou de 
deuxième espèce (voir le Mémoire de M. Christoffel). 

Les fonctions de première espèce sont caractérisées par la relation 

celles de deuxième espèce par la relation 

9-9 — P> 

Fac, de T. — IX. G. 3 



\ 



G.l8 E. LANDFRIEDT. — QUELQUES RECHERCHES SUR LES FONCTIONS, ETC. 

OÙ p et X désignent l'excès et le défaut du système d'équations 

iv' étant rintégrant général de première espèce de Riemann. 

Les théorèmes bien connus sur les systèmes de pôles d'une fonction algé- 
brique se trouvent ainsi immédiatement démontrés pour la fonction 
^m^n^ correspondante. Quelques-uns de ces théorèmes sont énoncés dans 
le Mémoire déjà cité de M. Ghristoffel. Nous nous dispenserons de les re- 
produire ici. 



niiiiiKMiconiont 
co .M(^iiioii-c 
h' Tome Vmi. 
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M'""- élcmenls des diverses colonnes de D. Donc D serait nul identiquement, ce qui 

moiiconiont . ^ , , 

^co M(^moiio est contraire a l hypothèse. 

Lorsque Ton a D ^ o, les n fonctions ^1,^2? •••îj^//iqu> sont appelées dans 
tous les cas des intégrales de l'équation différentielle linéaire et homogène 
d'ordre /i, forment alors un système fondamental d'intégrales de cette équa- 
tion différentielle. 

On a toujours 

(36) D = Ce^p*^^, 

puisque la somme laa se réduit à p^ dans les équations (3o). 

Si le déterminant D est identiquement nul, il existe entre les intégrales ji, 
Vif . . . , ^,/ au moins une relation linéaire et homogène à coefficients constants. 
En effet, d'après le n** 11, il existe plus généralement n relations de la forme 

Entre n 4- i intégrales il existe toujours une relation linéaire et homogène à 
coefficients constants. En effet, d'après le même numéro, on a plus généralement 
n relations de la forme 

Ct^-4-...-hC;>^t '^^^r* =Q (^ =0, I, ...,/l). 

Nous énoncerons encore les théorèmes suivants : 

a. Toute intégrale d'une équation linéaire et homogène d'ordre n peut 
s'obtenir par une combinaison linéaire et homogène à coej[p.cicnts constants 
des intégrales d'un système fondamental, 

p. Si Von substitue aux intégrales d'un système fondamental d'autres 

intégrales déterminées par les relations linéaires et homogènes à coefficients 

constants 

Y/ — G/i j'i t- . . . -+- C/,i7« ( i = 1 , 2, . . . , /* ), 

on obtient un nouveau système d'intégrales à condition que le déterminant 
des constantes de la substitution soit différent de zéro. 

Toutes ces propriétés peuvent se démontrer directement. Les démonstrations 
directes sont très connues, surtout depuis la publication du premier Mémoire 
de M. Fuchs sur les équations linéaires (1866). 

Fac. de T. — IX. /| 
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2t. Soil u une intégrale donnée de l'équation differenlielle (27) el, par suite, 
soient 

du d-u d'-Ui 

Il — ■ . ^^— • • . • • — _-_^— 

' dx dx^ dx'-i 
les éléments d*une solution du système 



^3o) 



[ J- = JM -I ( A = 1, 3, . . . , /i ). 



Posons 



d'où 



y» =^y = u\\ 



__ dv _ dv du 

dx ~~ dx ~^ dx ' 

_ d\y d' i' du dv d- u 

" ' dx^ ~~ dx^ dx dx iix^ 



» 



d^-^y d'f-^v n — I du d'-^v d'*-Ui 

dx-*-^ dx"-^ I dx dx^-^ . dx»'^ 

Portons ces valeurs dans les équations (3o). Cherchons le coefficient de v dans 
la première équation (3o) ramenée à la forme 

dvi 

Nous trouverons 

d^u d'-^u 

c'est-à-dire zéro, puisque u est une intégrale de l'équation (1*7). 

Les autres équations (3o) seront identiquement satisfaites, en vertu même de 
la définition de l'inconnue (^. 

U résulte de là que, si l'on élimine les variables ^'ï,)'a, ...,^/,, les équations (3o) 
fourniront des équations où entreront les seules inconnues 

dv d^ V r/« V 

dx dx^^ ' dx'* 



et, par suite, en posant 

= t^ d'où V =z j t dxf 



ds^ 
dx 



f . 
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on pourra prendre pour inconnues nouvelles t et ses dérivées. Nous poserons 

fit 

7Û ='"-'' 






-,—'-. =tu 



dx =po'^-^-'-^P"y'' 



D'abord, chacune des équations (3o) de la forme 

-jj^ —yk-\ (X- = 2, 3, ..., n) 

clanl idcnliqueineiit satisfaite, il ne restera que la condition 

dyx __ 

ou 

// fh du\\» Il dv du\y»-i 

Les doubles parenthèses indiquent des puissances symboliques. On a vu que 
le coefficient de i^ est identiquement nul, et qu*on peut prendre pour inconnues 
nouvelles /i , ^2? • • • ? ^a- 1- 

L'équation précédente prendra donc la forme 

(3;) ^ =Pi/i-f-...-HP«-,^-,. 

Il est facile de voir que Ton aura 



i> 1 [ n du 1 

„ i r n{n — i) d^u ^ du "1 



} 



_ I r n{n — i)...'ji.i d*~^ u (n — i).. .3.2.1 d'^-^u 1 

En conséquence, le système (3o) sera ramené à un système de même forme 
renfermant une inconnue de moins, soit au système 

— — = p, /, -f-, . .-^ P/i-i '/i— 1, 

(38) { 

dtk , f 

-j- =• tk-i (A: = I. 2, . . ., /i — 2). 

ax 



28 L. SAUVAGE, 

Mais on aura 

ce qui correspond à la formule (îi8). 

Comparons ce résultat avec celui que donne la théorie générale. Remarquons 
d*abord que tous les éléments 

c/u r/'-î M 

""-"• "''-'- Ti^r' •••' "'=^ dx~^ 

d'une solution du système (3o) sont différents de zéro jusqu'à un certain ordre 
de dérivation, par exemple jusqu'à 






~- "//-*♦ 1» 



et même ce cas ne se présentera que si u est un polynôme d'un degré en x infé- 
rieur à n — I . 

Dans la théorie générale, on pose 

y h — iifiqu* 

Par suite, les équations 

dvk 



deviennent 



d'où l'on tire 



duk , dqk 



dfjk in i I din 

dx u\ ^ u,\ dx ^ 



En tenant compte de l'équation 

du '■ 



\u ^"-" 



on a 



(39) -/-- - '—{'Ik x-qk) {k = i, 3, .. , „). 



dx Ufi 



La première équation (3o) devient 



dux dffx 

dx '^'"^ ~dx "'^/'»"»^»"^-"^/'''""^« 



» . 



SYSTÈMES D ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. 29 

Par suite, à cause de Téquation 

on a 

(4o) -j- =-/?j - (71— 7i^4-...-h/>« — (y/»— 71). 

Si Ton pose ensuite 

^A = qk— 7i» 

on aura, en retranchant successivement Téquation (4o) de chacune des équa- 
tions (Sg), les équations 

■7— = „ - K^k-ï — Zk) — P% 7- ^2-+-... — />/! — «« (A- = -2, 3, ..., /I), 

formant un système linéaire et homogène à /i — 1 inconnues, auquel il faudra 
joindre l'équation 

dqx Ui Un 

—-J- — pi — S2 "+"••• "♦" Pu — ^ri' 

dx '^ Ui ^ Ui 

Il est évident maintenant que la méthode qui est particulière aux équations (3o) 
et qui conduit aux équations (38), exactement de même forme (\\\c les équations 
données, doit être préférée à la méthode générale qui conduit simplement à des 
équations linéaires et homogènes. 

D'ailleurs, les équations (38) jouissent des mêmes propriétés que les équa- 
tions en z de la théorie générale. En eflet, nous pouvons montrer que si /|, 
1 1. . . ', t,t _, forment un sj'stème fondamental d'intégrales de Téquation 

di"-^ d"-U d'~^f 

les expressions 

Yj — w, \*i=uftidxy Yn=uftn-\dx 

forment un système fondamental d'intégrales de l'équation 

d*Y d' -ï y 

dx^^P'dx'^-^'-'^P'^^' 

En effet, s'il existait une relation linéaire et homogène à coefficients constants 
telle que 

Cj Y| -H . . . -fr Ci« Y/1 := o, 

on en déduirait la relation 

C| -+- C^ftidx -h Cjftzdx -h. . .H- C„f(n-idx = o, 
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d'où, en dérivant, 

relalion incompatible avec les hypothèses. 

25. Résumons le paragraphe précédent. Si j^i est une intégrale de l'équalion 
diiréreiitielle h'néaire et homogène 

la substitution 

y—y\ftdx 
conduit à une équation 

(41) .U—=^^dI—^-^"'~'-^^ •'' 

linéaire et homogène, d'ordre n — 1, et, avec un système fondamental d'intégrales 
de Téquation (40' ^" peut former un systènie fondamental d'intégrales de l'é- 
quation (27). 
De l'équation 

obtenue plus haut, on tire 

S\\dx^ — n Log/i -4- fpx dx, 

et, en appelant D| le déterminant D (équation 35), correspondant à l'équa- 
tion (Sg), on voit qu'on aura 

De l'équation en /, au moyen d'une solution /|, on passe à une équation en t 
linéaire et homogène d'ordre n — 2, etc. 

Soient ^1, /«, T|, . . ., a- les diverses intégrales supposées successivement con- 
nues, on voit facilement qu'on aura la relation 

On peut voir dans le Mémoire de M. Fuchs les conséquences que l'on tire de 
cette dernière relation. 
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CHAPITRE IL 

DES DIVISEURS ÉLÉMENTAIRES. 



26. Représentons par [P], [Q] et [P, Q] les déterminants 



A 11 ... A f „ 



A fil ... A/i/i 



B 1 1 ... B I „ 



• • • • • 



B//I . . . "un 



/?Aii-f-<7Bn ... />Ai„-+-9B,„ 



p\„l-\-qBni ... p\»„-^ çf^nn 



Le déterminant [P, Q] est une fonction entière et homogène en /?, q. Nous 
n'aurons à nous occuper que du cas où cette fonction est du degré /i, et non pas 
d'un degré inférieur; nous supposerons donc que le degré est n. 

Ce déterminant [P, Q] est alors un produit de n facteurs linéaires et homo- 
gènes, de la forme ap -\- bq et distincts ou non. 

Considérons au même point de vue les mineurs des divers ordres. Soil l^ 
l'exposant du diviseur ap -\- bq qui entre dans le plus grand commun diviseur de 
tous les mineurs d'ordre ro. Soit /cy+i Texposant correspondant à l'ordre w -I- i . 
L'expression 

{ap -^ bgYn-fw+t 

a été appelée par M. Weierstrass un diviseur élémentaire du délerniinant 

[P, Q]- 

27. Soit ap 4- bq un quelconque des diviseurs linéaires de[P, Q]. Nous oppo- 
serons celte expression à celle de diviseur élémentaire, chacune de ces deux 
sortes de diviseurs correspondant à une décomposition spéciale du déterminant 
[P, Q], comme nous allons le montrer. 

Les mineurs de l'ordre xs du déterminant [P, Q] sont du degré n — cj en /> et q 
et peuvent être décomposés en facteurs linéaires en p et q. Je dis d'abord que 
l'exposant /cj d'un même diviseur linéaire ap -f- bq ne peut aller qu'en décroissant 
quand l'indice w augmente; sous la nolation /^j nous comprenons aussi l'expo- 
sant /o <^u même diviseur linéaire dans le déterminant [P, Q], considéré alors 
comme un mineur d'ordre zéro. 

D'abord tout déterminant de degré n — tïj + i peut être considéré comme une 
somme de termes dont chacun, abstraction faite du signe, est le produit d'un 
déterminant du degré n — tu par un élément de [P, Q]« Donc, tout diviseur 
commun des mineurs de degré n — xs doit être aussi un diviseur commun des 
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mineurs de degré n — m 4- i , et, par suite, aussi, de tous les mineurs de degrés 
supérieurs à /i — tît -|- i . En conséquence, si l'un des nombres /o? ^i > '2* • • • est nul, 
tous les suivants sont nuls. 

Ensuite, si Ton considère un mineur du degré n — riy-f- i,ses dérivées partielles 
par rapport h p et h q peuvent être considérées comme des sommes de termes 
dont chacun est le produit d'un déterminant de degré n — xj5 par un terme de [P] 
ou de [Q]; si donc les mineurs de degré n — nr admettent le diviseur linéaire 
ap 4- bq au degré /d, le mineur de degré n — nr + i et ses dérivées partielles du 
premier ordre admettront en commun ce diviseur linéaire au même degré /cr. Il 
faut alors que le mineur de degré n — t;t -|- i soit divisible par (ap -h bqY^'^^ . 

Soit Ir le dernier exposant / qui ne soit pas nul. On aura les inégalités 

et l'on pourra poser 
On aura alors 

Iq ^^ €q -+- €\ -\- ...-+- € I' 

et 

(ap -h hp )'c = (ap -h br/ Y { ap -+- htj )^x -{-... ^ {ap -^ bq )«?r. 

Soient ensuite a^p-^- b^ y, a^p -H b^q-^ . . ., a,np + b,nq les diviseurs linéaires 
distincts du déterminant [P, Q]. Soient //,, /j;, . . ., /(," leurs exposants. Décompo- 
sons ces nombres en éléments e d'après les règles précédentes, de sorte que l'on 
ait, par exemple. 

Le déterminant [P, Q] pourra être représenté par le produit 

II ( Uip -+- bi q fi J , 

(iliacun des facteurs de ce produit est, comme nous l'avons dit dès l'abord, un 
disfiseur élémentaire du déterminant [P, Q]. 

On voit que chaque disnseur élémentaire est essentiellement caractérisé par 
le rapport de deux coefficients a et b et par un exposant e. 

Nous montrerons dans la suite que charjue diviseur élémentaire est indépendant 
dans chacune de ses propriétés. Nous pourrons alors représenter tous les diviseurs 
élémentaires dans un ordre quelconque par la notation 

(a,y? -t- 6,7)<?., {atp-^b.qfi, ..., {ciç,/j -i br^rj )<•?. 

Mais les indices i, 2, .... p n'indiqueront plus que les diviseurs linéaires 
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a^p -\-h^q^ ,.., a^p-\-b^q soient nécessairement distincts. Plusieurs pourronl 
être égaux entre eux. On aura de plus 

et le nombre p sera égal ou supérieur au nombre des diviseurs linéaires distincts. 

28. Un diviseur élémentaire (a/> + bqY du déterminant [P, Q] est dit simple 
ou multiple, suivant que son exposant e est égal ou supérieur à Tunité. 

Si, par exemple, tous les diviseurs élémentaires fournis par un même diviseur 
linéaire sont simples, on voit que le déterminant [P, Q] sera divisible par 
(«/> + 67)'*^* ; ses mineurs du premier ordre seront divisibles par(û/?-l-6y)'*, . .-, 
ses mineurs de Tordre /• seront divisibles par ap 4- bq. 

Si au contraire les diviseurs élémentaires fournis par un même diviseur linéaire 
ne sont pas tous simples, remarquons que nous aurons 

/q = ^0 "^ ^1 -4- . . . -+- e^ 

Iq — ^0= /| = «i -h. . .-+• er% 



• • • • • ï 



1 



«/•— I — ^r— 1 — *r — Cf. 



fi 



et nous voyons que le déterminant [P, Q] et ses mineurs d'ordres successifs seront 
respectivement divisibles par 

{ap -h bgyo-^^i-*----^^r. 

{ap -^ 6^)«i+ • -»-er, 



{ap-\-bq )«r. 



Les ordres de multiplicité d'un diviseur ap-^bq, considéré comme diviseur 
linéaire, ou comme diviseur élémentaire, sont, comme on le voit, deux nombres 
essentiellement distincts. 

Ajoutons une remarque : 

Il n'y a jusqu'ici entre les nombres e^^ ei, . . ., ^r aucune relation nécessaire. 
Ce sont simplement des nombres entiers qui concourent à former les nombres Z^, 
/^_i, , .., /q, ces derniers nombres allant toujours en croissant, quand leur indice 
diminue. 

29. Il y a un lien très étroit entre la théorie des formes bilinéaires et la théorie 
des diviseurs élémentaires, et c'est précisément l'application des théorèmes de 
l'une de ces théories aux théorèmes de l'autre qui nous conduira à des consé- 

Fac, de T. — IX. 5 
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quenccs très importantes pour la théorie des équations linéaires. Noas allons, 
par suite, nous occuper de ces questions spéciales. 
On dit que les deux expressions 

(a,P = i,a, ..., #i). 

sont deux /ormes bi linéaires aux ^n variables x^, ..., x„, y%^ . . ., ^n- Les 
déterminants de ces formes sont, par définition, les déterminants [P] et [Q]. 
Faisons les substitutions 

i 

i 

aux déterminants de constantes H et K supposés tous deux différents de zéro. 
Les formes 

ou, avec une notation plus simple, les formes 

V{x\y) 01 C\{x\y) 
deviendront 

p'u'i/) et (^{x'\y). 

Nous allons montrer que les déterminants des deux formes 

y?F*-t-yQ et /?P'-4-<7Q' 
admettent les mêmes diviseurs élémentaires. 

30. Supposons que Ton ne fasse d'abord que la première substitution. Les 
formes 

Vix^y) et (iix\y) 
deviendront 

\\{x'\y) et Q,(y|r). 

Si ensuite on fait la seconde sul»titution, on obtiendra les formes 

y'(^'\y) et (^'(x'\y). 
Il suffit de démontrer que le déterminant de la forme 

m 
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a les mêmes diviseurs élémenlaires que le déterminant de la forme 

/>P-f.^Q; 

car on passera, par le même procédé de démonstration, des diviseurs élémentaires 
de la forme 

à ceux de la forme 

On sait, d'après la théorie des déterminants, que Ton a 

[Pi,Qi] = [P,Q]xH. 

Donc déjà les diviseurs linéaires distincts des deux déterminants 

[P„Q,1 et [P,Q] 

sont les mêmes. Il reste à faire voir qu'ils fournissent les mêmes diviseurs élémen- 
taires. Nous montrerons pour cela que, si un diviseur linéaire est facteur à un 
certain degré de multiplicité dans tous les mineurs d'un ordre donné de [P, Q], 
il est aussi facteur au même degré de multiplicité dans les mineurs du même 
ordre de [P|, Q<] et réciproquement. 

Représentons les mineurs de degré [x des trois déterminants 

tP,Q], H, [P,,Q,] 
par 

Y et 8 désignant deux combinaisons quelconques des nombres i, a^ ..., n pris 
IX à [JL. On a, d'après Cauchy (*), la relation 

Le nombre c est celui des combinaisons indiquées et est égal à 

n(n — i)...(/i — fx-4-i) 

^— "- • 

1 .2. . .(Jl 

Si tous les mineurs mgy admettent le même diviseur (ap -+- ^qY^ m^g admettra 
ce même diviseur pour toutes les valeurs qu'on peut donner à y et 8. 

Réciproquement, si tous les mineurs m'y^ admettent le même diviseur (ap-{-bq )', 



( * ) Voir la Note sur les déterminants. 
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il en sera de même des expressions '^ 

Mais le déterminant Stii , y^22 ••• fïcc est une puissance de H et n*est pas nul ( * ). 
Donc m^^y . . ., /wg^ admettent séparémentle diviseur {ap + bqYj et pour loates les 
valeurs que l'on peut donner à o. 

Enfin, si les mineurs d'un certain ordre de[P, Q] n'ont aucun diviseur commun , 
il en sera de même des mineurs du même ordre de [ P| , Qi ], sans quoi l'on pour- 
rait démontrer que les mineurs considérés dans [P, Q] ont contrairement à Thy- 
pothcse un diviseur commun. 

Il est donc prouvé que les diviseurs élémentaires du déterminant [P, Q] ne 
sont pas altérés par la double substitution 

31. Ce théorème admet la réciproque suivante : 
Soient deux couples de formes bilinéaires 

V{x\y) et Q(t|^. 
et 

p'(^'iy), Q'(^'i/)- 

Si les deux déterminants [P, Q] et [P', Q'] ont les mêmes dii^iseurs élémen- 
taires, on peut déterminer 2n'^ constantes h et A' telles que les substitutions 

( '• y = I » 2, . . . , /i ) 

yi=^^ijyj 

I 
changent P en F e/ Q en Q'. 

Nous démontrerons cette importante réciproque par une belle méthode due à 
M. Darboux. 

32. Soit une forme bilinéairc aux in variables indépendantes ^i, ..-,;r«, 

y%^ • • • î y II 

Appelons X,, X^, ..., X,, les dérivées partielles de P par rapport à x^^ x^x% • - ., 



(') Voir la Nolo sur Icb dctcrminanls. 
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Xn et Y,, Y2, . . . , Y;, les dérivées partielles de P par rapport à yi, y^^ . . 
Nous aurons 

X/= A/17, -+-... -h A/„7;, ) 

> 



y» 



(l = I, 2, . . ., /l). 



Le déterminant formé par les n^ coefficients A et qui a Tune des deux formes 



A|i . . . Ai/i 



ni 



nn 



OU 



11 



A/ii 



• • 



• • • 



Aiu . . . A.na 



est appelé le déterminant de la forme P. 
On remarquera la relation 

a?! Xi H- . . . 4- a?„ X;, = 7i Y, -h . . . H- 7rt Y„ = P . 

33. Appelons Bq le déterminant de la forme P et formons toutes les expressions 
que peut donner le déterminant Bq bordé comme nous allons l'indiquer. Posons 



Bo = 



A,i ... Airt 

• •• ••• ••• 

A/ii ... A/i/i 


u\ ... «« 

. . ... . • 

"A ••• «â 


"} • • • «-A 

• . ... • • 

"1 ••• *'l 


... 

• • • • • 

... 



Chaque bordure, la A:**"* par exemple, distinguée par Tindice supérieur A*, est 
obtenue au moyen de 2/1 arbitraires formant deux groupes distincts, soient 
w^, . . ., «/J pour la bordure en colonne et (>*,.. ., ç?* pour la bordure en ligne. 

Développons Bo (*) par la règle de Laplace (^) en combinant les éléments 
des dernières colonnes de toutes les manières possibles, de façon à former des 
mineurs de degré 0, et en multipliant chacun de ces mineurs par le mineur de 
degré n qui reste quand on a supprimé les dernières colonnes et les lignes 
choisies. 

Les produits du degré /i 4- que Ton obtient ainsi renferment des paramètres v 
provenant de toutes les bordures et sont du degré n — 6 par rapport aux éléments 
du déterminant Bq. La même règle de Laplace est applicable à chaque mineur de 
degré /i. 



(•) Les déterminants Bj pourraient être appelés des Hessiens bordés, 
(') Voir la Note sur les déterminants. 
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Donc Bq est une fonction linéaire et homogène des mineurs d^ ordre 8 de Bq 
quelles que soient les valeurs attribuées aux arbitraires u et v. 

34. Si l'on connaît le déterminant [P, Q], qu'on peut représenter parBo(/>y q)j 
on voit que la fonction Bô(/?,7) sera entière et homogène en p et y, et, si les 
mineurs de degré n — 8 de Bo(/>) q) sont divisibles par [ap H- bqY^ on voit que 
Bo(/?, q) sera divisible par {ap -f- bq)'. On peut d'ailleurs choisir les arbitraires 
qui entrent dans Bq de manière qu'il se réduise à l'un quelconque des mineurs 
de Bo- Par exemple, on a 



A„ 



A|,^ 



Aam-1,1 • • • ^k-^ïyk-^ 

^n\ • • • ^n^k-\-\ 
O ... 1 



-i-l ... \\n O 

. . • . 

Aah-i,/, I 

A„„ o ... I 

o . . . o 

• • 

1 o 



Ati ..• Aijfc 



Aai . . . Xkk 



Donc, pour qu^un dii>iseur {op -\- bqY soit commun à tous les mineurs 
d^ ordre de [P, Q], il faut et il suffit qu *il divise la fonction Bo(/?, q) corres- 
pondante, quelles que soient les valeurs attribuées aux arbitraires. 

On pourrait en conséquence définir les diviseurs élémentaires de [P, Q] au 
moyen des déterminants Bo(/>, 7). 



35. La première forme Bo est 



Bi = 



An 



A,. 



u 



m • • • • 



A/ii 
^1 



A«n WA 



n 



En la développant, on a 



B 



i=-2''î-j 



dB, 



ôA 



ij 



Si Ton retranche de la dernière colonne les autres multipliées par j^i,^^, •••1 J^«f 
puis ensuite que Ton retranche de la dernière ligne les autres multipliées par jti, 



B,= 



A 



11 



A /Il 



A|« 

. • • 

Afin 



wî-X, 



— iu\xi 



"Â ^/i ) — (t'iri -+-• • --^ ^'«J''» )-+-(^i Xi 



*«X«) 
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Si Ton remplace alors les arbitraires u et i^ par les dérivées X, Y de la forme 
bilinéaire P, on aura 

B, = — BoP. 

Celle formule permet d'exprimer P en fonclion de B, et de Bo- 

36. La fonclion Be^i est liée à la fonclion Bq par la relation simple 

37. La dernière fonction Bq est B„, car toutes les fonctions subvanles B,,^,,» se 
réduiraient à zéro. 

On a 



B;, = (-!)« 



u\ ... I^J^ 



u 



a 



U 



n 



n 



•n 



l • • • ^n 



38. Étant donné un déterminant quelconque 



A = 



«n 



*ln 



ût/il • • • ^nn 



on démontre, dans la théorie des déterminants (*), que Ton a toujours 



^^ ^^ 



= A 



Celte proposition va nous être du plus grand secours dans le calcul que nous 
allons entreprendre. 

Nous appliquerons ce théorème à des fonctions telles que Be, que nous repré- 
senterons par la notation 

ou par la notation 

B(aO; P«), 

en n'indiquant que les éléments les plus indispensables. 
Introduisons dans notre calcul l'expression 

Re = B(a«-e, X;p«-Ô, Y), 



( * ) Voir la Note sur les déterminants. 
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qui se tire de B„_e+« en remplaçant les éléments de la dernière bordure par les 
dérivées partielles de la forme P. 
Nous aurons 

Ro = B(a«, X; i^«, Y) = o. 

Appliquons le théorème rappelé plus haut à l'expression Re, nous aurons 

= B( a«-«-» ; vn-b -i) B( m«-^, X ; p«-^, Y ), 
et, si nous posons 

B(M'»-0; (^«-ô-SY)=W„ 
nous aurons la formule 

ou, en changeant 8 en — i , 

ReB„-o+i— UoVo= B„-oRo-i- 

Appliquons cette formule plusieurs fois de suite et ajoutons à ces résultats une 
identité déjà démontrée, nous aurons 

RiB« ^U, V, = o, 
R«B;..,-.U,V,= R,B„_„ 



R/»Bi — U;,Vrt= R/i-i Bo, 
P Bq = — R». 



Nous pouvons écrire ces équations sous la forme 



K, 
B„-i 


= 


u,v, 

BnB„_i 


- ■+■ 
1 


Ri 
B„ 




B„-, 


B„_,B„- 


9 

1 


R« 
B„ 


= 


L«V„ 
B.Bo 


R«- 
B, 


1 
— > 


' » 



~ Bo 



et, en ajoutant, nous aurons la relation 

^^^) p ^ „ _Vty_t Vt\* U^V^ 

B/iB„_i Brt-iB^-i Bi Bo 
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39. Les fonctions Ue el Vo sont respectivement des fonctions linéaires des X 
et des Y, et ne renferment respectivement que les variables y ^^ ...,^;,ou 

Les expressions Bo sont des constantes qui dépendent des valeurs attribuées 
aux arbitraires u et c. Nous concluons de là qu'il y a une injinité de manières 
de ramener une forme linéaire (P) à la forme 

« 

Cette proposition correspond à la réduction d'une forme quadratique à une 
somme de carrés. 

■iO. Mais le calcul précédent n'est valable que si les dénominateurs ne sont pas 
nuls. On peut toujours se placer dans ce cas si B© n'est pas nul, comme nous en 
ferons toujours l'hypotlirse. 

En cITel, on a 

et Ton peut clioisir les arbitraires z/^"^* et r^"*"* de manière (|ue Bq+i se réduise à 

un mineur quelconque -rjA- de Bq {voir^ 3i). Tous les mineurs j~- ne sont pas 

nuls si Bq n'est pas identiquement nul, car Bq et son déterminant adjoint ne 
peuvent être nuls l'un sans l'autre (*). 

Donc, si Bo n'est pas identiquement nul, on peut choisir les arbitraires //', t'* 
de manière que B| ne soit pas identiquement nul, puis les arbitraires w^, r^ de 
manière que Bj ne soit pas identiquement nul, etc. 

4-1. Si Bo n'est pas nul, les fonctions Ui, ..., U«, ou les fonctions V|, ..., V„, 
sont linéairement indépendantes. 

En effet, dans le cas contraire, on pourrait par exemple poser 

U/ = C/,T,H-...-hC/itT* (i =1,2, ...,/i; X:<n), 

les nouvelles variables T étant indépendantes. 

De là on conclurait par l'élimination de ces variables n — k relations linéaires 
et homogènes entre x^^ Xa, . . ., x«. Or, si l'on considère les dérivées partielles 
de P, 

Y/ = ai/ri-f-...-+- aniXn (t = I, 2, . . .,«), 



(*) Voir la Note sur les Déterminants. 

Fac, de T, — IX. fi 
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et l'une quelconque de ces n — k relalions 

on pourrait éliminer Xi, ,r2, . . . , x,, et l'on obtiendrait un résultat de la forme 

Ce résultat est incoinj)alible avec l'indépendance linéaire des fonctions Y, îndé- 
pendauce caractérisée par la condition 

Bo 9^ o. 

En résumé, la forme P peut être ramenée, d'une infinité de manières, à la 
forme (43), et il sera impossible de diriger le calcul de façon que cette 
forme (43) renferme moins de variables indépendantes que P. 

42. Appliquons maintenant les principes précédents à la forme complexe 
où s est une indéterminée et où Ton a 

Nous supposerons (jue le déterminant de la forme y n'est pas nul. Par suite, le 
déterminant de la forme P\ c'est-à-dire 



Bo(5)= 



«ll5-f-61l ... «l/l*-+-ôl/l 



• ••••• 



an\S-\-bn\ ... (InnS -h bnn 



ne sera pas nul non plus. Ce déterminant sera même de degré n par rapport à s. 
Appliquons-lui le théorème de Gauss démontré au ^ 35. Nous aurons, avec la 

notation du § 38, 

— B(\' \) 
F=/.H-7=_j^i^J=F(X,Y,0; 

de sorte que s entrera dans F explicitement d'abord, puis implicitement par les X 
et les Y. Si l'on considère pour un moment les X et les Y comme des arbitraires, 
F se présentera sous la forme d'une fraction rationnelle en 5, dont le dénomina- 
teur est du degré n et dont le numérateur est au plus du degré n — i. Mais, si X 
el Y sont les dérivées partielles de F, le numérateur pourra être du degré /i -h i . 
Décomposons cette fraction rationnelle en une somme de n fractions simples. 



SYSTÈMES d'équations DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. 



43 



en nous servant de la règle de Lagrange qui consiste à chercher, pour une ra- 
cine Si de Bo(5) = o, le coefficient de - dans le développement de ^* ^ (*). 
Nous donnerons d'abord à F la forme générale 



s — Si — <J 



F^ U,Vt U;>V.| 

B/|B,|_| BiBq. 



et nous raisonnerons, sur un terme quelconque divisé par s — Si- — o-, 

U/i-e-i-iV«_e+i 



(s — 5/— ff)BoBo_i 



On a d'abord, avec les notations du § 38, 



U„_o^i=B(aO-i,X; i^0-«) = 



ait s -\- bu • 


.. at„s-h 


bxn 

• • • • 


• • «4 


• • • • • 


X, 

• • • 


a„is-hbni ' 


. . a„nS -h 


bnn 


«A .. 


,. 4-' 


X,. 


^\ 






o 


O 


O 




• ••••••• 


• • • 


• • • • 

o 


• • • • • 

o 


• • • 

O 



On peut remplacer la dernière colonne par une autre, obtenue en retranchant 
de celle-ci les n premières colonnes multipliées par y\j yn^ • .., yn» La nouvelle 
colonne, écrite horizontalement pour la commodité de l'écriture, devient 

Nous devons remplacer s par 5/-I- <j dans U//_e^|. Nous aurons alors 

EL -r ^-^ -^ 

dxi ~~ ' dxi dxi ' 

de sorte que, si maintenant nous supposons que X est la dérivée partielle de F, 
la dernière colonne deviendra 






(5_5/-cr)^, U», ...,U0, 



et le déterminant, développé par rapport aux éléments de cette colonne, prendra 

la forme 

Un_e H = (^ — */ — ^r) M| -+- M,. 



(M Voir la Note sur la Règle de Lagrange. 
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Les coefficieiils de U*, . .. , l/^soril des fonclions linéaires des mineurs d'ordre 
h — I de Bo? de sorle que Al 2 esl au moins divisible par la même puissance de t 
(|ue Iîe_|. 

Quant à M| il est égal a \J,t .^i, quand on a remplacé X|; . . ., \„ par 



à/ à/ 

dxi dXa 



(Tesl donc une forme de Bq et il est au moins divisible |)ar la même puissance 
de T que Bo. 

Soient /q et /o-i les exposants de 7 dans Bq cl Bo_|. On sait que Ton a 



Posons des lors 



/o-i > h- 



/o-i — ^o = <?o-i, 



ou, pour simplifier Tccriture, posons simplement 

/ô-i — /o = «. 

On voit que e est Texposant d*un diviseur élémentaire correspondant au divîsettr 
linéaire s — 5/ de Bo (5). 
On pourra donc écrire 

U;,-o-4-j = (5 — */ — j) ci'eM; -4- j'« -.m;, 

M', et M'^ n'étant plus divisibles par 7. On aura, en outre, 

Bo- 1 = j'»-» Bo_j ; 

Bo et Bo_i sont deux quantités ne renfermant plus 1 en facteur. 
Cela posé, l'expression 



U/,_0-»-l Vn-8-»-l 



devient 



(5— 5/— j)BoBo--i 



en appelant N'^ la quantité analogue à M'^ provenant du calcul de V«_o+i, et en 
négligeant cV écrire les termes qui ne donnent pas de puissances négatives 
de T. 

On peut encore écrire 

s ^ Si -ri m; n; 



<j« 



v^Bé b;_, v/b4 bj"_, 
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Or M', renferme linéairement yi, ^2? • • * y yn ^^ N', renferme linéairement x,, 
X2: . . ., X/|. H en sera de même des coefficients de leurs développements par 
rapport à a*. Soient 

M' 






V ^0 '^é-i 



= ^0 -»- Tjt ^ -+- ^il »* H- •••-+- ^1 /Il <^"* -^- 



Le coefficient de - que nous cherchons sera donc 

a » 

— (s — J/)(5o>î<î~l-t-- . .-+- Siî-l'io) -+- (^o'ie-J-H. . .H- Çf-îT,o). 

Nous poserons, pour simplifier, 

Nous voyons ainsi que, étant choisie la racine 5/, les termes successifs du dé- 
veloppement de — ^^ — ■ — - nous donneront 



s — Si — ff 



-(*-*/)(5'i)#.-H($^)e.-i, 

— (* — */) (?1 )«»-+- (Çtq)<.-ii 



Pour une autre racine s\- nous aurions 



I 



--(5~5i)(Çr,),^-f-(Çr,),;^_„ 
-(5-5j)($T,)e;H-($r, ),;_,, 

Au lieu de réunir tous ces résultats en considérant les diviseurs linéaires s — .v,. 
5 — 5J , . . ., considérons les diviseurs élémentaires 

et il importe peu que les diviseurs linéaires correspondants soient distincts ou 
non, nous aurons, en ajoutant tous les résultats obtenus, 



1= 



= P 



= /5-+-;p = -2[(5-.5,)(îri).,-(^.)e,-i]. 



1 = 1 



On voit donc que chaque diviseur élémentaire fournit son terme dans le déve- 



i6 
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loppcmenl de F. C'est en cela que consiste l^'ndépendance des rôles de ces divi 
senrs élémentaires dans le calcul que nous venons de faire. 

13. De la formule précédente on tire 



^4) 



(/ = 



o 



2:^/(ST,),-hi:(fT,).-, 



Il faut remarquer que Ton doit poser 

(?*l)«-i = o P«"r e = o. 

it. Les expressions Ç sont des fonctions linéaires et homogènes dej'i, -..,^« et 
les expressions Tj sont des fonctions analogues des ^i, . . ., j:„. 

Nous allons montrer qu'on peut réciproquement exprimer X|, Xj, • • -, J^n eu 
fonctions linéaires et homogènes des r^ et j^i, yj, . . ., y^ en semblables fonc- 
tions des ^. 

Kn effet, de l'équation 

on lire 






i^/=_. 



( jx -H V = e — I ) 



<>T, 



iV 



5[l» 



et, par conséquent, le déterminant de la forme l{ly\)e est égal à 



o 



— I 



— I ... o o ... o ... 
o ... o o ... — 1 ... 



o I — 



o 



et n'est pas nul. Appelons 3 ce déterminant. 

Si l'on fait le changement de variables qui change les Ç en j' et les r^ en x, le 
déterminant o sera multiplié par les deux déterminants de substitution que nous 
appellerons o^ et 5^. Mais, quand les variables sont x et j-, le déterminant de 
S($rj)tf est celui de/ et est supposé différent de zéro. Soit 0| ce déterminant, on 
a la relation 






d'où l'on conclut que 5;^ et Oy ne peuvent être nuls et, par suite, qu'on peut ex- 
primer les X en r^ et les y en Ç. 
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En outre, puisque les détermînanls Ojrel 5^ ne sont pas nuls, il y a bien n fonc- 
tions $ et /i fonctions t). 

45. Les formules (44) ont été données par M. Weierstrass. L'émincnt analyste 
leur a donné encore une autre forme plus symétrique que la précédente et que 
nous allons indiquer. 

Soient ^, A, g', A' quatre nombres, entiers si Ton veut, tels que le déterminant 
gh' — hg' soit égal à Tunité, et posons 

ç= ^'Ph-A'Q, 

Nous tirerons de là 

en posant 

ffs — ff' = />, 

hs — h' = g. 
Nous aurons, en outre, 

ap -{- bq = i^ag -¥ bh) s — (a^'-f- bh'). 

Supposons que ap -f- bp soit un diviseur du déterminant [P, Q] et remplaçons a 
et b par des valeurs proportionnelles, de sorte que l'on ait 

ag-\-bh = I , 

ag'-^bh — st, 

nous aurons 

ap -h bg = s — Si. 

Il résulte de là que les diviseurs élémentaires du déterminant de la forme 
F = />P-h çQ correspondront aux diviseurs de la forme F= — (/s 4- p). Si l'on 
résout alors le système d'équations 

ag-\-bh =1, 
a g' -+- bh = Si y 

on aura, en introduisant un indice pour a et 6, 

ai = h'— hsi, bi= — g'-^ gs,; 

Enfin les équations 

^P-^-AQ--/, 
A''Ph-A'Q = o 
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«loimcront 

OU enfin 

j V = ^[aiar,)e,-har,)e,^,]. 

46. On voit donc que, si V et Q sont deux /ormes bilinéaires telles que le 
déterminant [P, Q] ne soit pas identiquement nul, si g et h sont deux con- 
stantes quelconques, telles que le déterminant de la forme gV 4- /«Q ne soii 

m 

pas nul, et enfin si {aip -f- biqY' est un diviseur élémentaire quelconque du 
déterminant [P, Q], on pourra poser les formules (4^)- 

17. Le coefficieiil de s^ dans [ P, Q] est la valeur de [ P, Q] pour p = g^q r= /i ; 
r.n le représenlanl par [^'j'^ji nous aurons 

I ^ Q] - f y?'» h] JJ (a,p 1 biq^i = le'' ^ JII(^~ ^/r- 

48. A un exposant Ci correspond dans P un nombre Ci de termes multipliés 
par r/| et un nombre Ci — i de termes multipliés par A. Donc à un exposant Cg 
correspondent '^Ci — i termes dans I*, et de môme 2^/ — i termes dans Q, lors- 
qu'on donne a P et à Q les formes (45) qu'on peut appeler crt/io/i/^we^. 

Si Ton a ^1 =::: I , le nombre des termes dans P ou Q se réduit à Tunité. 

Si tous les nombres Ci se réduisent à l'unité, on aura le cas le plus simple des 
formules (4^) sous la forme 

Dans tous les cas, on pourra un peu simplifier les formules (4^) en posant 

^r = ,, /t=o, ^' — 0, h' = i 

si I PJ n'est pas nul, et 

^ = 0, h = —u ^'=1, h'=o 
si [Q] n'est pas nul. 

19. En résumé, étant données deux formes bilinéaires P et Q, si le déter- 
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minant de la fornxepV-^qÇl a p dhiseurs élémentaires 

et il importe peu que les binômes {a^p -\- 6| 7), . . ., («p/> -h b^q) soient distincts 
ou non, on peut déterminer n fonctions linéaires et homogènes des y, soient 

et n fonctions linéaires et homogènes des x^ soient 



i ^i ^ I 



T.^. T. 



<0 » 'J l > • • • » 'Je,--! 



"Tlc-l V * — ' » ^» •••»?)» 



/e//e5 que^ pour des valeurs données des constantes g et h et pour des valeurs 
convenables des rapports ^> on puisse construire les nouvelles formes 

i 
i 

et, réciproquement, on pourra exprimer les x et les y au moyen des Ç et des r, 
(le manière à reproduire les formes primitives, 

oO. Soient maintenant deux couples de formes bilinéaires 

et 

et supposons que les deux déterminants [P, Q] et [P', Q'] aient les mômes divi- 
seurs élémentaires. 

Nous déterminerons, d'une part, n fonctions linéaires et homogènes de j i, 
y-îj • • • > yny soient Çji^, (e = i, 2, . . ., p ; [jl= o, i, . . -,^1 — i), et n fonctions li- 
néaires et homogènes de :ri, X2, • • ",Xnf soient r^l 

(1 = 1,2, ..., p; (^ = 0, I, ...,e/— i); 

cl, d'autre part, n fonctions semblables Çji de y\j . . .,^î, et n fonctions sembla- 
bles T,v de ^^, . . ., x^,, telles que l'on puisse mettre P, Q, P', Q' en employant 
les mêmes valeurs de g, A, a, b sous les formes 

I 
I 

Fac. de T. - IX. n 
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II csl évident que P et P', Q et Q' ne différeront que par la notation et se 
transformeront les unes dans les autres quand on posera 

«' = $, V = V 

Mais ces équations sont des relations entre x%^ d?2, "'i^n et x',, j:^, .«m^» d'une 
part, etj'i,j^2) •••jy/iCt^', ,j'^, ...,j^^, d'autre part. On a vu qu'on peut les résoudre 
soit par rapport aux x et aux y^ soit par rapport aux a^ et aux y. En outre, les 
formes P, Q, P', Q', une fois qu'on a choisi g et A, ne dépendent que des divi- 
seurs élémentaires de [P, Q] et de [P', Q']. On a donc ce théorème, qui esl la 
conclusion de tous ceux qui précèdent : 

Pour que deux formes bilinéaires P et Q se changent simultanément en 
deux autres P' et Q' au moyen de substitutions convenables des x' aux x et 
des y aux y, il faut et il suffit que les déterminants des deux formes 

pV + qq et pP'-hqQ' 

aient les mêmes diviseurs élémentaires. 

31. Pour appliquer le théorème général précédent, il n'est pas nécessaire de 
décomposer effectivement les deux déterminants [P, Q], [P', Q'] en diviseurs 
élémentaires. 

Si Ton considère les formes fs-]-<f, fs'-h"f\ on déterminera, pour chaque 
ordre de mineurs, les plus grands communs diviseurs de ces mineurs. En leur 
supposant un coefficient égal à Tunité, et en les appelant 

Ro(*), Ri(5), R,(5), ..., 
W,(s), R;(5), Ri(0, ..., 

l'indice o correspondant au déterminant principal et l'indice k aux mineurs 
d'ordre k, il sera nécessaire et suffisant que l'on ait identiquement 

Ra.(5) = Ri.(5) (A: = o, 1,2, ...,/i — I). 

52. Il sera encore utile pour la suite de démontrer directementque les formes(45) 
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obtenues précédemment, et où Ton a 



^t 4- ej -+- . . . -h ^p = n, 
gai-\-hbt= I 

admettent bien les diviseurs élémentaires {oip -f- biqYi, 
53. Posons 

Q/=6/(^i).i-^^($Tî).,-„ 



\i — 'i-*, ...fpj, 



nous aurons 



Soient alors 



i>P/ -+- y Q/ = (a//> 4- biq){\r,)e, -h (^^ — hp)i\r, )^._i. 



m et (^ sont deux variables indépendantes avec p et q puisque le déterminant 
gai -h hbi n'est pas nul. 

Par suite, le déterminant de la forme /^Pi-f-yQ/ peut s'écrire 



o o 



o o 



o V 



V Ut 
Ui o 



o V Ui 



V Ui o 



o o o 



o o o 



o o o 



Si nous cherchons de même le déterminant de la forme />P 4- g'Q, en posant 

P = 2P/» Q = 2Q/, aip-^biq = ui, 

i i 

nous trouverons 



(46) 



[P.Q1 = 



o ... V Ui 
o o ... Ui ' o 


o ... o o 
o ... o o 




V Ui ... o 
Ui o ... . o 


... o o 
o ... o o 




o o ... o o 
o o ... o o 

o o ... o 
o o ... o 


o o ... V Ui 
o , . , Uf o 

. . ... .. a 

p Ut ... o 
Ils ... o 
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et nous en conclurons que Ton doit avoir 

[P,Q]=II[P/,Qi]. 

Or, on a évidemment [P,, Q/] = ± u^i, et u^i sera le seul diviseur élémentaire 
de [P|, Qi], car, si Ton efface la dernière ligne et la dernière colonne de ce déter- 
minant, on a un mineur du premier ordre égal à ± ç^r*. Mais v est indépendant 
de Ui, etp*«~' ne peut être divisé par a/. 

Si Ton a ei=i, w/ est évidemment le seul diviseur élémentaire de [P/ » Q/] 
qui se réduit dans ce cas particulier à un seul terme, le terme n/. 

On aura ensuite 

[P, Q] = :± w^a?. . .«J^ = JJ(ai7> -+- 6/^)'.. 

i 

On en conclut que les diviseurs élémentaires de [P, Q] ne pourront être que 
les puissances des diviseurs linéaires Oip + biÇ. Il reste à déterminer leurs 
exposants. 

oi. Cherchons les déterminants d^ordre m de[P, Q]. Chacun d^eux répond à 
une suppression de ns lignes et m colonnes dans le déterminant principal. Si Ton 
observe la forme de [P, Q], on reconnaît qu^il est composé de déterminants par- 
tiels ajant en commun la diagonale principale avec[P, Q] lui-même. C^est ce que 
l'on a indiqué par des barres sur la figure (46) de ce déterminant [P, Q]. 

Supposons que l'on supprime tïj lignes et tïj colonnes, et, pour fixer les idées, 
supposons que les k premières lignes et les A' premières colonnes du mineur 
obtenu renferment les éléments non nuls qui restent après celte suppression dans 
le premier déterminant partiel [P,, Q/], k étant ^Ar', k'> k par exemple. 

Dans un terme quelconque du développement du mineur de [P, Q] entreront 
nécessairement un élément non nul de la première ligne, un élément non nul de la 
deuxième,etc., et cesélémentsne pourront apparlenirqu'auxAr'premièrescolonnes, 
les autres colonnes ne pouvant fournir que des éléments nuls dans les lignes 
considérées. Mais il restera encore A/ — k des premières colonnes dans lesquelles 
il faudra prendre un élément en dehors des Â* premières lignes. Cet élément sera 
nul. Nous concluons de là que les seuls mineurs de [P, Q] qui ne sont pas nuls 
ont la diagonale principale commune avec [P, Q] lui-même. 

Étant autorises à ne considérer que les mineurs de [P, Q] qui ont la même 
diagonale principale que ce déterminant, représentons par [P,, Qi]''"*^ l'un des 
mineurs d'ordre m du déterminant [P/, Q,] ou ce déterminant lui-même si m = o. 
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Tous les mineurs non nuls d'ordre m de [P, Q] pourront être mis sous la forme 

i 

OÙ Ton suppose 



2''*' = 



m. 



5o. Cela posé, soit ap 4- bg un quelconque des diviseurs linéaires de [P, Q], 
et soient, tirés de ceux des déterminants [P/, Q,] divisibles par ap -f- bq, les di- 
viseurs (ap-h bqY; (ap -+- fty)*«, . . ., (ap -+- bq^r qui représentent tous les divi- 
seurs élémentaires correspondants de ces déterminants. 

Nous supposerons que les nombres Cq, ^i, • • -9 ^r n'aillent pas en croissant. 

Si nous prenons /?ïi= i, pour les valeurs o, 1, . .., r de l'indice 1, et que nous 
prenions précisément le mineur de [P/, Q/] obtenu en supprimant la dernière 
ligne et la dernière colonne, le mineur de [P, Q] qu'on formera ainsi en suppri- 
mant dans [P, Q] au moins r -\- i lignes et r-f- i colonnes ne pourra pas être 
divisé par ap -f- bq. Donc les mineurs de [P, Q] d'ordre égal ou supérieure r-h i 
n'admettent pas en commun le diviseur linéaire ap -i- bq, et, par suite, il n^y a pas 
plus de r -h I diviseurs élémentaires fournis par le diviseur linéaire ap -h bq. 

Cherchons maintenant l'exposant du diviseur ap + bq dans les mineurs d'ordre w 
inférieur à r-f- i. Soit p le nombre total des déterminants [P/, Q/], on a 

p — m = (p — r — i)-i-(r — w-i-i). 

Puisqu'il n'j a pas plus de m nombres mo, mi, .. ., mp qui ne soient pas nuls, 
il j en a au moins p — m ou encore 

(p — r — i)-i-(r — in-M) 
qui le sont. 

On pourra bien prendre nuls les p — r — i nombres m qui ne correspondent 
pas aux indices o, i , . . ., r; mais parmi ces derniers il faudra en prendre au moins 
r — TU -f- I qui soient nuls. 

Donc, dans le produit 

apparaîtront au moins r — tb -h i des déterminants [Pi, Qi] où / est égal à 
o, I , . . . , r. Par suite, chaque mineur de l'ordre xs de [P, Q] sera divisible par une 
puissance de (ap -f- bq) dont l'exposant sera la somme de r — ©-{- i des nombres 
Cq^ Ci, . . ., Cr* Cet exposant ne sera pas plus petit que la somme 
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D'ailleorSf si Ton égale à runilé les nombres mi auxquels correspoodenl les 

exposanls e^. /*i />«,_, el à zéro les autres nombres m/, oo peut former un 

mineur de [l\<^] qui admelle ap ^^ bq comme diviseur exactement au degré 
*'n^ ^c-f-i — • • • — ^r cl qui soil d'ordre isj. On en conclut que {^op -f- Ay )*•"*"• ••'*'•'■ 
est la plus haute puissance de ap^- bq qui di%îse à la fois toos les mineurs 
d'ordre w de [P, Q]. 

Posons alors 

«♦ = ^# — ^I"~- - — ^as "*"-•• -^ ^r« 
• • — ^* ^ • I ^ C| — . . . — txi -^ . . . -f- tf^ 



« r- 1 — <*i^- 1 = ^r- 

OU encore 

/«• /, /r seront les plus hauts exposants des puissances de ap -t- bq respecti- 
vement dans le déterminant principal, dans ses mineurs du premier ordre, etc., 
dans ses mineurs de l'ordre r. Si l'on se reporte aux définitions posées aa débat 
du Chapitre, on voit que 

( ap — h-j '• i/fc — ^7 ^' 

sont les diviseurs élémentaires de[l\Q] qui correspondent au divisear linéaire 
«?/» — />iy. 

Les nombres «^ ne \ont pas en croissant : c'ost une condition à ajouter à celles 
qu'on a trou\éos dans les définitions du début. 

oiK Puisque les formes canoniques de deux fermes bilinéaires Pet Q ne dépen- 
dent que dos dixiseurs élémentaires du dt terminant [P. Q] et de deux constantes 
^rbJimirt*s i* el A, on en conclut que si on laissa arbiinin?^ r el A. et si Ton fait 
««€• <Aw#/»*V suhstittiiîf^n iVfi<"rtî//» *fni ^i^s /.rm^i ît ?.n > i/^m ei construites 
a priori, «»» obtù^nxir^t l^s /orm^s b:iin^.j:rrs Us j/i^ss f^n^^riJes c*yrrespomdant 

*>T. Dans le cas où le déterminant [l\ Vj] a n diviseure elemenuin», plusieurs 
|H^u\ant prv^\enir de di^iseurj^ Unoairvs ejaux entnr eux, les exposants <j.^», ..., ^^ 
sont iv^ws éçaux 4 Tunité, Les formes canv^nique* deviennent simplement 






( « « 



< , t 
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Réciproquement, le déterminant de la forme 

i 

admet les diviseurs élémentaires 

Il faut donc, pour que P et Q puissent prendre les formes précédentes, que le 
déterminant [P, Q] possède n diviseurs élémentaires. Mais [P, Q] renferme 
chacun de ces diviseurs à la première puissance; tous les exposants e sont égaux 
à Tunité, et, pour un même diviseur linéaire de [P, Q], on a 



y 



En conséquence, un même diviseur linéaire du degré Iq de multiplicité fournit 
Iq diviseurs élémentaires dont les exposants e sont égaux à l'unité, et ce diviseur 
linéaire est commun à tous les mineurs d'ordre /^ — i. On a donc ce théorème : 

Pour que les formes V et Q puissent s'écrire 

f / 

h ^^ fii étant respectivement des /ormes linéaires et homogènes des y et des x^ 
il faut et il suffit que tout diviseur de [P, Q] qui entre comme diviseur 
linéaire au degré /o> i soit en même temps un diviseur commun de tous les 
mineurs de V ordre Iq — i de [P, Q]. 

08. Considérons enfin les deux formes bilinéaires 

(47) P= •2'i7i-H...-+-a:«7„, 

(4«) P' = ^;y,H-...H-:r;,j^;„ 

et supposons que l'on veuille par une double substitution linéaire passer de P à P' 
on posera 

(19) y'i^ qi7j-h...-+-c/„j^„, 

et l'on en déduira 
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d'où 

(. 5o) Xi = CxiX\ -1- ... -H CniX'f^. 

Il esl évident que Ton peut remplacer les y et les y par des fonctions quelcon- 
ques, pourvu que Ton respecte les équations (49) ou, ce qui revient au même, les 
équations (oo), ces deux sortes de relations s'entraînant Tune Pautre quand on 
pose P = P'. 

Remplaçons en particulier les y par des combinaisons linéaires d'eux-mêmes, 
soit par exemple yi par 

de sorte que P deviendra la forme bilinëaire générale 

Q = ZaijXiyj. 

Remplaçons de même les y' par des combinaisons analogues, soit^^- par 

do sorte que P' deviendra la forme bilinéaire générale 

Q'=^a'tjx\y); 
on suppose que les relations (5o) sont conservées. On devra donc avoir 

(5i) 2a;yjy= c/,(a,,^i-T-...-+-a,rtj^„)-h...-+-c/«(arti>'|-4-...-ha;,/,7«). 

Peut-on satisfaire à ces relations (5i) tout en conservant les relations (49)? H 
faudra que Ton ait 

(52) a'niciiyi-^, . .-^ ci„y„) -^ , . .-^-a'in(c„tyi-h. . .-^ Cnnyn) 

= Ciiiauyi-^. . .-^ ain^n) -^^ • '-^Cin(,a„iyi-^, , .-h a„„yn) 

ou encore 

Réciproquement, si ces relations sont satisfaites, on aura identiquement les 
relations (Sa) et, à cause des relations (5i), on aura 

(54) a'n(cuyi-h. . .-h cinyn) '^' "-^ a\„( Cniyi-^. . .-^ c„„yn) = «/i^l-+-.---+-«î«>'i. 

Or, le déterminant des c n'étant pas nul et celui des a notant pas nul non 
plus, on remarquera que les relations (53) expriment que le produit du délermi- 
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nanl des a' par le déterminant des c est égal au produit du déterminant des c par 
celui des a. Donc le déterminant des a' n'est pas nul, et les relations (54) entraî- 
nent les relations 



(49) 



J/=c/ij^i 



c in y If 



Par suite, pour qu'une même substitution double 



(55) 



i yi-cnyx-^-.^.'^Cinyn, 

( Xi = Ci/J»! -h. . .-+- CniOP',^ 



ramène à la fois P à P' et Q à Q', il faut et il suffit que les relations (33) existent. 

Mais alors les déterminants des deux formes Q — wPet Q' — wP' auront mêmes 
diviseurs élémentaires, et réciproquement si Q — wP, Q' — loP' ont mêmes divi- 
seurs élémentaires, on pourra calculer les relations (55), qui auront bien la forme 
indiquée à cause de la forme spéciale donnée à P et à P'. 

En résumé, si Con a les relations (53), les deux déterminants 



R(to) = 



«H — W 



(tnx 



«1/f 



(^nn — W 



et R'(a>) = 



a 



1 1 



U) 



• • • • • 



a 



/Il 



in 



«««—«** 



ont mêmes diviseurs élémentaires, et réciproquement , si ce fait a lieu, on a 
les relations (55) et, par suite, les relations (53). 

Nous aurons à appliquer ce théorème final dans la théorie des équations difle- 
rcntielles. 



Fac. de T. — iX. 
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CHAPITRE III. 

DES POINTS SINGULIERS. 



59. On peut faire remonter l'étude des points singuliers au célèbre Mémoire 
(\r Puiscux sur h's poinis algébriques; mais le travail fondamentaK relative- 
ment aux points singuliers des intégrales des équations linéaires, esl celui de 
M. Fuchs. 

64). Nous avons supposé dans le Chapitre premier <|ue la variable x décrivait, 
dans le plan des j:, un chemin quelconque partant d'un point initial Tq et con- 
duisant a un point terminus quelconque, ce chemin étant assujetti à la condition 
de ne passer par aucun point singulier des coefficients des équations diflerentielles 
linéaires ^n^'^et suivants). Nous considérerons maintenant le cas, plus spécial, 
où le point terminus se confond avec le point de départ. La variable décrira donc 
un chemin fermé. Les éléments des solutions du système 

auront pris des valeurs nouvelles. Nous déterminerons riniluencc que peut avoir 
sur ces valeurs un point singulier entouré par le chemin fermé décrit par la va- 
riable X. 

61 . Nous supposons toujours que, dans une région T du plan, les fonctions a/y 
qui entrent dans les équations (A) soient uniformes et continues, sauf en cer- 
tains points que nous appelons singuliers. Quel que soit le chemin fermé suivi 
par la variables, les coefficients aij reprendront au même point du plan la m^me 
valeur. Ces fonctions sont d^ailleurs régulières en chaque point non singulier, 
c^est-à-dire sont développables dans un domaine convenable de chaque point 
X = a, en séries convergentes de la forme 

"Lkr^x — ay ('• = O, 1,2, . . ., oo). 

Soient ^'i,j^'2, ...,j'w les éléments d'une solution. Nous appellerons Y|,Yj, ...,Y^ 
les nouvelles valeurs de ces éléments, quand la variable ayant décrit un chemin 
fermé recommence à le parcourir. 

Cela posé, le théorème fondamental est le suivant : 

Si la variable indépendante revient à sa valeur initiale, les nouvelles ra« 
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leurs Y,y des éléments d^un système fondamental de solutions sont liées aux 
anciennes y ij par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants 
de la forme 

(56) Y/y= Cyij/i-i-...-hCy«7i« (*,y = i,^, •••» 1^)- 

En effet, si Ton considère les fonctions qui dans le mouvement de la variable x 
partent d'abord des valeurs Y/y, on sait qu'on peut les exprimer linéairement au 
moyen des fonctions ^^/y, ce qui démontre le théorème précédent. 

On remarquera que le déterminant des constantes C est différent de zéro; car 
les fonctions Y/y forment un système fondamental puisqu'elles continuent les 
fonctions j^/y, et il faut qu'on puisse exprimer les fonctions yij au moyen des 
fonctions Y/y. 

62. Supposons que le chemin fermé décrit par la variable n^entoure aucun 
point singulier. Nous allons montrer que les fonctions ^/y sont uniformes et que, 
par suite, les relations {^&) se réduisent à la forme 

Il existe un domaine du point de départ Xq où les fonctions a sont régulières. 
Sans sortir de ce domaine, allons à un point X\ . Il existe, dans le domaine consi- 
déré, n fonctions ^1,^21 • • •? yn satisfaisant aux équations (A), et qui ont au 
point x^ des valeurs arbitraires 7|io; • • •, 7|/<o* Quand la variable x sera parvenue 
en j^i, les fonctions y auront des valeurs bien déterminées tïh, . .., 7i„|. Le 
point x^ n'est pas un point singulier des coefficients a. Il existe pour ce point 
un domaine dans lequel la variable x pourra passer du point X\ à un point x^ 
et les fonctions^ passeront des valeurs tih, ... 7j/,| aux valeurs déterminées 

En avançant ainsi de proche en proche, on arrivera à un point terminus quel- 
conque. Nous supposons dans ce Chapitre que nous revenons au point Xq lui- 
même. 

Cela posé, remarquons que les domaines successifs sont formés de cercles qui 
empiètent les uns sur les autres. Prenons arbitrairement un point x\ dans la ré- 
gion commune aux domaines des deux points Xq et x^ ; puis prenons un point x'., 
dans la région commune aux domaines des deux points x^ et ^2, etc. 

Joignons le point Xq au point x\ par un chemin quelconque tracé dans le do- 
maine du point j:o, puis le point x\ au point x'^ par un chemin quelconque tracé 
dans le domaine du point X|, etc. 

Nous pourrons substituer le chemin Xqx\x'^... au chemin ^o^4^2* • •• 

En effet, on peut évidemment substituer au chemin nouveau le chemin obtenu 
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en allant du point Xq au point jt',, du point x\ au point Xi dans la partie com- 
mune à deux domaines, du point Xt au point x\ parle même chemin, du point^r^ 
au point Xj, du point jp!j au point X2 et du point X2 au point x'^ sans sortir de la 
partie commune à deux domaines^ etc.; or le chemin dii'oct XoXt et le chemin 
Xox\Xi conduisent aux mêmes valeurs r^, . . ., r,,,!, car on n'est pas sorti du do- 
maine du point Xq; le chemin Xix\x'.^X'2 et le chemin direct XtX^ sont de même 
équivalents, etc. Il est en oulre évident que le chemin x\xt par exemple, étant 
décrit successivement dans les deux sens, ne change pas la valeur de la fonction 
et peut être supprimé. 

Il résulte de là que, connaissant les valeurs initiales des fonctions ^'1,^2» •••i^» 
au point Xq, on peut revenir à ce point Xq par deux chemins fermés voisins dif- 
férents sans changer les valeurs initiales des fonctions Y. 

Mais alors, si le chemin fermé décrit par la variable x peut être déformé dans 
la région T d'une manière continue en ne rencontrant pas de points singuliers, 
on pourra le réduire au point j^o lui-même. C'est ce qu'expriment les relations 

En résumé, les éléments des solutions du système (A) sont des fonctions 
uni/ormes dans toute l'égion qui ne renferme pas de points singuliers des 
coefficients a, 

63. Les relations (56) sont caractéristiques des solutions des systèmes (A) 
d^ équations différentielles linéaires et homogènes. 

Soit, en eflel, D le déterminant, supposé différent de zéro, de w* fonctions 
yij (ijj =z I, i, . . ., /i) d'une variable indépendante x^ régulières en tous les 
points X, sauf en des points singuliers, lorsque la variable reste dans une ré- 
gion T du plan. Supposons que cette variable x décrive un chemin fermé ne 
passant par aucun point singulier et revienne à sa valeur initiale. Si les n^ fonc- 
tions prennent des valeurs nouvelles liées aux anciennes par des relations linéaires 
et homogènes à coefficients constants, telles que les relations (56), ces fonctions 
forment un système fondamental de solutions d'équations de la forme (A), dont 
les coefficients a sont uniformes, et n'ont pas d'autres points singuliers que les 
points singuliers des fonctions. 

Nous démontrerons cette proposition en formant un système d'équations tel 
que (A), auquel satisfassent les n solutions 

yijy ytjf • . • , ynj (y = i , ^i . . . , n ). 

Nous aurons, en général, les relations 

dvij 



SYSTÈMES d'équations DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. 6l 

et nous en tirerons 



Da/,, = 



-^^^ '" ~dx ' '" -^"^ 

y\n. • • • I • ' • Jnn 



c'esl-à-dire que nous pourrons calculer les coefficients a. 

Ces coefficients sont exprimés par le rapport de deux déterminants. Le déno- 
minateur du rapport est toujours D; le numérateur est le résultat obtenu en 
remplaçant dans D les éléments d'une colonne par les dérivées des fonctions j'/y. 
Les éléments des deux déterminants prennent des valeurs nouvelles liées aux 
anciennes par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la 
forme (56), quand la variable x a décrit son chemin fermé. Les constantes sont 
les mêmes pour les éléments homologues des deux déterminants qui forment le 
rapport. Les deux termes du rapport sont donc multipliés par le môme détermi- 
nant des constantes. Donc le rapport ne change pas et les fonctions a sont des 
fonctions uniformes. 

Il résulte du calcul des coefficients a qu'ils ne peuvent avoir d'autres points 
singuliers que ceux des fonctions yij elles-mêmes. 

Enfin, le déterminant D étant dilTérent de zéro, les fonctions yij forment un 
système fondamental de solutions du système d'équations difierentiellcs 

(A) -y- = a/i>'i-f-...-4-a/;,7«. 

64. Prenons l'exemple donné par M. Tannery. 

Soit y(y, j:) == o une équation algébrique rationnelle, entière et de degré n 
en y. Cette équation définit n fonctions ^, , j%, ..., yn qui sont régulières en 
tous les points du plan, sauf en des points singuliers algébriques. Si la ^ariable 
décrit son chemin fermé, ces n fonctions prennent des valeurs nouvelles liées aux 
anciennes par des relations telles que les relations (56) et même de la forme la 
plus simple. En effet, en un point x, l'une de ces fonctions doit rester la même, 
ou être remplacée par l'une des autres, après que la variable a fait le tour du 
point X, Cela résulte de ce que l'équation algébrique ne peut fournir que n fonc- 
tions^ did'érentes. 

Les dérivées successives des fonctions y seront des fonctions satisfaisant aux 
mêmes relations que ces fonctions elles-mêmes. Nous considérerons comme in- 
connues auxiliaires ces dérivées jusqu'à celles de l'ordre n — i inclusivement. 

Déterminons y par la relation algébrique 

/(y. jr) = o 
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du degré n en y. Les n^ fonctions inconnues que déterminera cette équalion sa- 
tisfont à un système différentiel tel que (A), lorsque leur déterminant ri est pas 
nul, c'est-à-dire quand elles sont linéairement indépendantes. Dans le cas con- 
traire, le système différentiel renferme moins de n inconnues. 

65. Faisons le calcul. 

On peut trouver deux polynômes A et B, tels que l'expression 

dy 

soit indépendante de y, A et B seront deux polynômes entiers et rationnels en y 
et X et de degrés respectifs au plus n — 2 et /i — 1 par rapport k y. Or on a 



on aura donc 



si y satisfait à l'équation 



ôy dx dx * 

dy _ dx àr 

dy 



Au moyen de l'équation J{y^ x) = o, on peut réduire les puissances de y au 
plus à l'exposant n — 1 et l'on aura 

dy ^ Ej, 

dx o 

P 

— étant une fonction rationnelle en x et un polynôme en y au plus de degré n — 1 . 



On aura ensuite 

dx^ dx\^) «p* ' 



I* P 

"Y étant une expression de même nature que — • 

En continuant ainsi, on pourra poser, en appelant j^i une solution quelconque 
de l'équation algébrique, 

îzl* — -i — A« -4-A*v. -♦- -i- A* v"-* 

y^ — iJ —AS _;_ASv- -i- -+-A» v"-» 



û?« y, P_ 

J^^ — — — A^+l -4- A'»+« V. -4- -+- A'»-»-! v7~* 

dxn " ^ "^ > yi-^'"-^^n y\ ' 



» . 
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Entre ces n équations on peut éliminer les n — i puissances^'®, y'f, ...,y" *, 
et il restera une relation qui, développée, se présentera sous la forme 



Ui 



d^y^ 



dx» 



dn-\y 

dx 



^' + U. -j-^' +. . .+ U,-. ^ + U„j.. = o, 



dyy 
dx 



ou, comme Ton sait, sous la forme équivalente 



Uo 



dyn 
dx 



dyk 



dx 



— yk^\ 



(A: = I, 2, .. ., n — i) 



On obtient ainsi le résultat demandé. On remarquera que tous les coefficients U 
sont uniformes comme fractions rationnelles de x. De plus, les points singuliers 
ne peuvent provenir que des équations <p = o ou Uo = o, ou de l'équation que 
Ton obtient en égalant à zéro le coefficient de j^" dansy(j^, x^ = o. 
Le seul cas qui prête à discussion est celui où Ton a 



Uo = o, 



ou encore 



U.= 



AJ 


Aî 


• • • 


AS 


AS 


A| 


• • • 


X* 


• • • 


• • • 


• • • 


• • • • 


A'* 

Aq 


A? 


• • • 


A'» 



= o. 



Or, considérons le déterminant D, on a 



D rr 



7l 


yt 


yn 






dyi 

dx 


dx 


dyn 
dx 




AS 


dn-ly, 
dx'*-^ 


■ ••••• • < 

dn-iy^ 
dxn-i ' 


dn-Xy^ 
dx"*-^ 




• * • 
A" 



yi 



AÎJ'. 



'^n-xyx 



Aq -h Aj^l -t- , . . -h A^l_j J^j ••• 



ï y\ 






t *• ■•• •• 



• •• ••• ••• 



« yn 



Jn 



O I O 

A? Aî Aî 



• • • t 



An 4/1 kn 
"^1 "^î 



Le premier facteur est le produit des différences deux à deux des quantités 

yi — r«- 

Le second facteur est la quantité Uo elle-même. 

On voit par là que si les fonctions ^'i, ^27 • • •> yn sont linéairement indépen- 
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tianles. Téqualion U^=o ne peul i?lre salisfaile que parles points singuliers, 
c'esl-à-dire par les valeurs de x qui annulent D e\ceptionnellemeot. 

Dans le cas où Ton a iJentiquemenl U«= o, les n fondions ^v élant supposées 
(listincles, on aura D = o, cVst-à-ilire que ces fonctions, quoique distinctes, ne 
sont pas linéairement indépendantes. 

Dans ce cas, l'équation dilFérentielle 

s'abaisse à un ordre moindre, ou, ce qui revient au même, le système dîflerentiel 
équi\alent peut être ramené à renfermer moins de n équations diflerentielles. 

(M. Revenons aux relations < 56^ qui relient entre elles les valeurs nouvelles et 
les valeurs anciennes des éléments d*iin svstrme fondamental de solutions. 

Considén>ns à la fois deu\ s\ sternes fondamentaux de solutions dont nous re- 
présenterons par iVy e^ "^^ij l<?s éléments. Soient V^; et H,; leurs nouvelles valeurs. 
Nous devrons avoir les deux svstèmes de relations à coeflîcients constants 

et les deux déterminants L et .V des constantes / d'une part, À de l'autre, seront 
différents de léro. 

Exprimons les éléments r. . en fonction des éléments v^y. Les relations sont à 
coetlîcients constants et de la forme 

et nous en tirons 

11 ivsulle de là, en développant les deux expressions de H... 

H; - V^ I Ml — • • » " ^.. • • «l \* ;l * ...-*- v^.. l 'l' — ••* — ^^ « '«• .* •«• 
II-. '- ^\'l ^Ml" • . .-- À «*" ti\».i -. . .— \ tO.1 ~. . . — A i'..i» ,»■ ». 

que Ton a 

*\x — *^ • • • '«i 
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Or, si Ton considère la forme de ce déterminant R'(w) par rapport aux coef- 
ficients qu'on appelait / d'une manière générale, on voit qu'on a les relations 
importantes pour un système choisi j^jy de solutions 



y;,, = a>,y/., H-y/n 

• •» 



On a donc ce théorème remarquable : 

Soient ((o, — (i))*^!, . . ., ((Op — w)'*e les diviseurs élémentaires du déterminant 
R((o), et il importe peu que les binômes wi — co, ..., Wp — iù soient distincts 
ou nonj on peut trouver un système fondamental de solutions dont les élé- 
ments se groupent d'après les relations 

Y/1 =0)/,^/,, 

Y„ =iiûnyit -Hj/i, 



Y,>fc= W/i^'i,<r4-+-^'/,<rA-l, 



((i>>i — (i))*'* ^/a/i^ /'w/i quelconque des p diviseurs élémentaires de R(ci>). 

On peut arriver à ces relations en partant d\in système fondamental quel- 
conque de solutions, et en substituant à ses éléments d^ autres éléments qui 
leur soient liés par des relations linéaires indépendantes et à coefficients 
constants convenablement choisis. 

68. La seconde partie du tliéorème précédent conduit à la question înléres- 
sanlc du choix des coefficients constants qui permettent de passer d'un système 
fondamental au système spécial défini par le théorème. 

Soit w, — 0) un diviseur linéaire quelconque du déterminant 



R(co) = 



MI — «*> . • . l\n 



l ni • • • 'nn — W 

correspondant aux éléments j/y d'un système fondamental de solutions; on a. 
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par suite, 

L'équation R(w) = o s'appelle, d'après M. Fuchs, V équation fondamentale 
déterminante ou simplement l'équation fondamentale. 

Soient (w| — w)^«, (co^ — w)^«, ..., (w, — a))^r-i les plus hautes puissances 
de (o, — o) qui divisent respectivement R(oi)), puis tous ses mineurs du premier 
ordre, . . ., enfin tous ses mineurs de l'ordre r — i. On sait que les nombres Ao« 
/«i, . . ., Ar_i ne peuvent aller qu'en décroissant, et que leurs différences suc- 
cessives 

ne peuvent pas aller en croissant. 

Puisqu'il doit exister une solution satisfaisant à la relation 

U/ = (oi Ui, 
si Ton a 

et, par suite, 

^i = g\ Y|i -+-... H- ^«Y/« = £(^|/|y-h.,.-4->Ç'«/,ty)7/y, 

on devra pouvoir satisfaire aux conditions 

(58) l\jg\-^"'-^^ljj—^\)gj-^"'-^ Injgn =0 (y = I, 2, .. ., /*). 

Or le déterminant R(w) admettant le diviseur linéaire (o, — w, on voit déjà 
que les conditions (58) sont compatibles. Ensuite tous les mineurs de R(ci)) s'an- 
nulant pour w = W| jusqu'à ceux de l'ordre r exclusivement, on pourra exprimer 
g^^ ^2) • • • > é^/i en fonctions linéaires et homogènes de /• constantes arbitraires. 

11 y aura donc r solutions Uij (i = i^ 2^ . . . , /i^y r=: i , 2, . . . , r) linéairement 
indépendantes, satisfaisant à la relation 

U/y = tu, M/y 

et donnant par combinaisons linéaires toutes les autres solutions qui satis- 
font aux mêmes relations, 

69. Ces /• solutions étant déterminées, il existera des solutions u]j, satisfaisant 
aux relations 

si tous les diviseurs élémentaires fournis par o)i — lo ne sont pas simples. 
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Pour trouver ces nouvelles solutions, nous supposerons qu'on a choisi pour 
«\stt'-ine fondamental un svstrme de solutions où entrent les fonctions déjà cal- 

•- ulces Ug. i = î. A /* : y := 1 . 2 /■ •. Ce svslèrae peut être considéré 

«••mme fondamental, car on peut é>ideniment prendre arbitrairement les valeurs 

'Ir r dêsis:nées «les quantités ^i. xr- ^«. Soient g^, c^^crt • • • ^^^ quantités. 

Si I-: déterminant 



% 

r 



i'tî 



-1 



-M 



n •-«! [«as nul. on pourra suli>tiluer, quelles que soient les valeurs que Ton cal- 

• 'jîe p»ur iv«i. L'r^i 10,. K' sxsit'mo //..y, i\y au svstème primitif, sans que 

l-r riou\eau >\stt-me cesse d' rire fonda m entai. 
\l-jr* Itrs relations \ 07 '• prendront la forme 



\ 
I 



l . -. 



■'•. ti 



^rz «v. tl 



^. .-I = /._; M,:— ...— /.., , U,. - /..l.r-, V.r.l— ...— /;., .,r/*i« 



V , =/.„.-..._ 



/;.«- 



'■..--:.';. -I — ... '«n.^'iW 



• "- ^'---î aïontrerous tout d'abord qu'il exi>le une relation de la forme 



, = i-J. u, — Z. ■ U: 



. :;. ril :-.::*: f ^ncli-^a linéaire homogène à coeflicients constants des W/., et av 



ec 



■. r.--i -i 



î, = i'. M — . 






^. = ^;i.:— . .— ^M. — ;r _. Y. .,^...— ^,Y.,. 



\. !;•- ira q^^f i '--n ait 









. . . — /v - y - ' 

• • • ■ ■ 

* 

i . • • ■ 



-' -, 



Y. — 



— r :.» . . — ' I ".; — . . Ar Uir. 
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On lire de là les équations de condition suivantes : 



6 r+-l 'r4-i,i 



-+-•.. -H ^'« l'n \ 



= >„ 



(58 rt) 



S r^-\ '/-f !,/• 



_|_ rr' r 









-^...-+-^'/i(//*/i--w) = 0. 



Ces équations ne renfermant pas g\^ ...,§',,, on pourra prendre ces quantités 
égales à o et poser simplement 



(5ç)) 



"/ = ffr^\yU-^\-^'''-^ g'nytn' 



Mais alors les quantités ^).+,, . • . , g\t^ qui sont seules à déterminer, devront 
pouvoir se tirer des équations (58 a) auxquelles elles satisfont. 

Effectivement, si Ton prend les n — /• dernières équations précédentes, le dé- 
terminant des coefficients /' correspondant est un mineur de Tordre r du déter- 
minant 



R'(to) = 



u)i — a> 



W| — (O 



* /-H, i 



^/l,l 



O 



/: 



/'+i,i*+i 



— U) 



l' 



O 



r 



f'nn—^ 



relatif au système de solutions (S^a) et qui a les mêmes diviseurs élémentaires 
que le déterminant R(o)). Si ce déterminant mineur est nul, les dernières équa- 
tions (58a) sont compatibles, et de ces équations on tirera les valeurs de 
S'r-^\ 1 • ' "I S'n ^^y ^* ''^" veut, ensuite on aura les valeurs des inconnues X| , . . . , 
\r par les premières équations (58 a). 

71 . Examinons le déterminant R'((o). Il est égal à (to, — w)'" x R| (to) en po- 
sant 

R,(io) = 



/' 



y» 



Or R'(w), ayant les mêmes diviseurs élémentaires que R(c*)), est divisible par 
(w, — w)^«, donc R| (o>) est divisible par (o>| — ti>)*a-^. Les mineurs du premier 
ordre de R'(^) seront divisibles par (wi — w)^i. En particulier, chaque mineur, 
égal à (tO| — w)''MïR|((i>), où M| est la caractéristique d'un mineur du premier 
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ordre, est divisible par (wi — w)^i et, par suite, chaque mineur M| R| (co) est di- 
visible par (tu, — tù)^i~''. 

De même chaque mineur du deuxième ordre de R| (w), représenté par M» R| (co), 
est divisible par (o>, — co)'^t~'', etc. Enfin, chaque mineur de l'ordre /• — i de R| (<o) 
sera divisible par (o)< — (o)^r-i~''. On pourra le représenter par Mr_i R| («*>)• 

Discutons ces résultats. Il faut d'abord écarter les puissances (co| — co)^^'" dont 
les exposants ne seraient pas positifs. Comme les nombres ho, ht, ..., /tr-î voot 
en décroissant, on voit que le nombre r séparera cette suite de nombres en deux 
autres, Tune /iq, Ai, ..., /t,_.i de nombres plus grands que r et l'autre /#^, ..., 
/ir-i de nombres plus petits que r. Les premiers seront seuls à considérer. 

En conséquence, nous dirons que le déterminant Ri(a)) et ses mineurs d^or- 
dres successifs admettent jusqu'à Tordre s exclusivement les diviseurs respectifs 

Deux cas pourront se présenter. On pourra avoir Ao= r; alors les solutions 
//ii, ..., ^//> seront toutes les solutions distinctes correspondant à la racine cO|. 
Dans le cas de /iq = r, on sait que le diviseur (wi — (o)'" fournit r diviseurs élé- 
mentaires simples. Nous nous trouvons d'accord avec la théorie des paragraphes 
précédents. 

On peut avoir Ao>> r, alors Wi est racine de Rï((i>) = o, et le calcul préparé 
plus haut montre que l'on peut former s solutions indépendantes, telles que 
l'on ait 

( ()o) U; = w, //; 4- Oi(Uij), 

où ^ est la caractéristique d'une fonction linéaire et homogène à coeOicients 
constants. 

La fonction cp/ satisfait, comme les éléments Uij eux-mêmes, à la relation 

Soient u[j, (j'=:iy-2y ...,5) les nouvelles solutions. Toutes celles qui satisfont 
aux mômes relations (Oo), pouvant être obtenues par le même procédé, ne pour- 
ront être que des groupes de fonctions linéaires et homogènes des u et des u\ 

Il ne peut y avoir entre cp/i, ..., cp/, aucune relation linéaire et homogène à 
coefficients constants, sans quoi l'on pourrait former une fonction linéaire et 
homogène avec u'^^, . . ., u]-^ satisfaisant à la relation 

U) = aj| u). 

Cette solution serait bien distincte des ^//^t, puisque les a' ne dépendent que des y. 
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fl y aurait donc plus de r solutions satisfaisant à la relation 

ce qui est contraire à Thypolbèse. 

Maintenant, puisque cp/i^ ...,'^/j sont des fonctions indépendantes, elles peuvent 
remplacera des solutions w/i, ..., W/> et porter les mêmes noms, de sorte que 
l^on peut écrire, sans nuire à la généralité, les relations 



(61) 



U/y = w, Uij (j = 1,1, . . , r), 

V'ij' = Cl), u'ij' -h Uij' (y ' = 1 , 2, . . . , .ç ), 

Y/y = /}-! W/i -f- . . . -h ly,. li,r-+- fj\r-hi W/i H- . . . -h 1)^,-^-$ '^ts 

-+- C^^^-Jf-»-l^l^/-^-.«^-l -H ... H- Vj^nyin (y' = /* -h * -i- I , . . . , /J ), 



OÙ entrent les anciennes et les nouvelles valeurs d'un sj^stème fondamental choisi 
de solutions des équations (A). 

72. Nous pouvons, avec un changement d'indices, écrire les équations précé- 
dentes sous la forme 



(6-2) 



U,7 = a>, Uij 

Ui.y,-»-j = 10, a|-,y,^.i, 

Ui,y,-i-i = wj a/,y,^_i-i- Uij^^^y 

•• I 

U;> = \ii\U'ir-^ Uir- 



(j = 1,1, ...,r — 5), 

(y 1 = /• — 5 ), 



Les autres équations (61) en Y conservent les mêmes notations et le même 
ordre. 

L'équation fondamentale, tirée des équations (6a), prend la forme 
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^,J^ — t,t 



iOj -- tu 



0>| — w 



0)i — w 



H ' ' "/ » -rz 



— o. 






Rf(t«>) 



en posant 



^jiJ'.— 



to 



l{i(M) = 



I" ■ 
* nji 



'/t« 



• '«/i — »•> 



Cl y.j rr:: /• 4- .ç -f- I . En oulFC, OH cmploic unc forme aussi abrégée que possible 
pour la représenlalion de IV'(co). 

IV'(co) a les mêmes diviseurs élémentaires que R(o)). De plus, un déterminant 
IV, ((o), tiré de IV'(o)) comme R|(o)) est tiré de R'(ci)), aurait le même diviseur 
commun à lous ses mineurs de chaque ordre que R,((i)). 

Un déterminant tel que 



tOj — (0 



o 



0)| — OJ 



admet un diviseur simple (o, — (o)-*. 

Développons par la règle de Laplace un déterminant quelconque de la forme 



— w 


o 


« • • 


• • • 


o 


I 


(Oi — (i> 


• • • 


• • • 


o 


a 


b 


c. 


• • • 


/ 



a 



h' 



V 



en nous servant des deux premières lignes; nous voyons quMI sera égal à 



1 (Oj (0 



c ... / 



X 



• • • . • 



c' ... /' 



i:\;sl-à-dirc qu'il sera divisible par (coi — (oy*. 
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11 résullc de là que les mineurs de R"(a>), formés en employant les r-^s pre- 
mières lignes, seront divisibles par (coj — to)''+' et, par suite, un mineur quel- 
conque d'ordre rs de R2(co) sera divisible par h^ — (r -f- s). 

Comme précédemment, il faudra chercher un nombre / tel que tous les nombres 
/io, /<! , ... . , he^t soient plus grands que r -4- 5 et les autres nombres A^, . . . , /«r-i 
plus petits. 

Si Ton a 

/lo = r -h 5, 

algrs les solutions w^-,, ..., w)y (voiries équations 62) sont toules les solutions 
distinctes correspondantes à la racine (t>|. 
Mais si Ton a 

alors (0| est une racine de R2(w) = o, et nous pouvons continuer le calcul de la 
manière suivante. 
Posons 

(63) < , 

De ces équations (63) nous pourrons tirer t svstèmes de valeurs distinctes 
pour ^J^, . . . , ^* et former t solutions 

linéairement indépendantes entre elles, et linéairement distinctes des fonctions 
déjà formées, puisqu'elles dépendent des j\ Or, si l'on multiplie les dernières 
équations (62) par^y^ •••> g'/i et si l'on ajoute, on voit que la solution iv/ satis- 
fait aux relations 

(64) W/= Ci),«'/-Hij;/(M/,, ...,m;>), 

en représentant par i^i une fonction linéaire et homogène à coefficients con 
stants. 

Les t solutions (V/ permettent de former toute autre solution satisfaisant aux 
relations (64)» car on a suivi une marche de calcul qui doit toutes les fournir. 
Entre les fonctions t]^/,, ,.. , i^u il ne peut y avoir aucune relation de la forme 

OÙ a, . . . , X sont des constantes et f une fonction linéaire et homogène à coeffi- 
cients constants, car il existerait une fonction linéaire et homogène de iv/j, ..., 
Fac. de T. — IX. lO 



_ t 
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ii/r. qui. nVtaDi pas une expreffion Jr? >>>]utîon> Ui u^r. joui rail des pro- 

priélés des éiémenls u\ ce qui esl ini[i»T'>îLle. 

On remarquera aus>i que / e^t au ['lu^ ^^al à 5. car. s'il en étail auLremenly 
|»ar l'élimination des //' on pourrait former une relation 



2 * — ... — / ., . = r u 



. u, u 



On aurait pu \oir au>ri que c est au plus r^^al à /. Toutes ces remarques sont 
hien d'accord avec la ihéitrie drjd connue. 

73. La méthode >ui\ie peut rxidomment >'app]iquer indéfiniment, el Ton re- 
trouve sous une autre forme les propositions du n 67. 

7t. Aprt'S avoir tiré l«iul ce qu'il est p-issiblc du diviseur ci>i — w de R(u>), on 
pourra former un --y^léme fondamental de solutions 



Ti . 



y... 



I A = I. a Ay >, 

^ k = kt. — I /II. 



satisfaisant au\ relations 



'»~fi I 



l 






le!? quantités o>,ih étant égales à zéro ou a l'unité, à l'eiception de ii>|. et aux reli 

tion* 



OS 



V y = O^: M.: — . . .— G ;.,«..»., — G ;...:.». ,,.. — ...— Ti f,\ 



tn- 



On pourra raisonner sur l'équation fondamentale 



t.. __ •■. 



I '-y ■ ••> 



'•>! — — '"i 



••j ■ -^ î'i 



K «v - 



o. 



I tu, — «i- 



R'iM I 
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/ 



où Ton a 



R'(to) = 



G/to+l,hu-^l W ••• G,|,/,„+i 



G/|,-H1,/» 



. . . 0„n — W 



comme on a raisonné sur R(to). 

En outre, si l'on forme le système (Inéquations 






■ • • 






= o. 



= o. 



(G/t,-n,/,,4.i — (i))/w/4,+i-h. . .H- G„/,^-4.im„ = o, 



Ga,4-1,/i 



/'ï/*o4-| 



(0,i„— w) w„= o, 



on pourra le résoudre en prenant pour to une valeur a>2 différente de tO| et annu- 
lant R(w), puis en calculant les valeurs proportionnelles de /^^/k,^,, ..., /??/*, et 
enfin en calculant successivement les autres inconnues m, dont chacune a pour 
coefficient co, — to.j dans une des premières équations. 

On en conclura, comme au n" 68, qu'on peut former un système fondamental 
de solutions 

Uih ( A = I , '2, . . . , /jo -h /*« ) , 

yik (k = AjH- ^i-M, . . ., w), 

où les /*!,, AJ, premières solutions sont particularisées. 

En partant de ce sj'stème fondamental et par des raisonnements analogues aux 
précédents, on pourra former des systèmes fondamentaux de plus en plus parti- 
culiers, jusqu'à arriver à la réalisation complète du théorème énoncé au n® 67. 

73. Nous devons maintenant traduire les théorèmes démontrés jusqu'ici en 
supposant le point initial situé à l'infini. 

Reprenons les équations (A) et remplaçons-y la variable x par la variable — , > 

de sorte que, quand x devient infini, x' devient nul. Il suffira alors d'étudier les 
fonctions y dans le domaine de l'origine x = o. 
On aura 

dx dx dx dx dx' 

et les équations (A) deviendront 



(A') 






"^ ^ in y ni 
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en appeianl a! ce que devient une fonction a divisée par a:'*, changée de signe et 
exprimée au nio>cn de la variable j/. 

Le système (A') étant de la même forme que le système (A), on pourra lui 
appliquer tous les théorèmes démontrés précédemment. Le point j/= o pourra 
d'ailleurs être un point singulier ou non singulier des fonctions a'. 

76. Si l'on considère l'équation différentielle linéaire et homogène d'ordre /t, 
on sait qu'on peut en faire Tétude au moyen d'un système d'équations linéaires 
et homogènes équivalent. 

On obtient alors les théorèmes suivants qu'il suffit d'énoncer. 

I. Si la variable indépendante retient à sa valeur initiale, les noii^elles 
valeurs Y/ des intégrales d'un système fondamental sont liées aux anciennes 
yi par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants de ia 
Jorme 

1.6G; Y/=: r/,^r, -h...H-r|«^'« (t = i, a, ., ., n) (n^ 61). 

II. Les relations précédentes se réduisent à 

"ii^yi. 

si le chemin fermé décrit par la variable peut être déformé d^une manière 
continue sans rencontrer de points singuliers jusqu^à être réduit à un point; 
les fonctions y sont uniformes dans la région où cette hypothèse est réalisée 

(n"62). 

III. Les équations (66) sont caractéristiques des intégrales d'une équation 
différentielle linéaire et homogène d'ordre n. 

C'est-à-dire que, si n fonctions^'!, ..., yn linéairement indépendantes pren- 
nent des valeurs nouvelles liées aux anciennes par des relations linéaires et 
homogènes à coefficients constants^ telles que les relations (66), ces fonctions 
l'orment un système fondamentul d'intégrales d'une équation linéaire el homo- 
gène d'ordre //, dont les coefficients sont uniformes, et n'ont pas d'autres points 
singuliers dans la région considérée que les points singuliers des fonctions y^ 

IV. Les dii'iseurs élémentaires du déterminant 

H ( (o ) = ... 

ne dépendent pas du choix du système fondamental d'intégrales qui sert à 
former ce déterminant. 
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On sait déjà que M. Fuchs a donné à Féquation R(a>) == o le nom S! équation 
fondamentale déterminante relatiiement au point jr = o. 

V. Soient (cO| — w)*i, . . ., (wp — to)''e les diviseurs élémentaires du détermi- 
nant R(ci)), on peut construire, en partant dhin système fondamental quel- 
conque d'intégrales, un système fondamental dont les éléments se groupent 
d'anrès les relations 



^eK = ^hyeH-^ y^k-\^ 



(toA — co)o. étant Vun quelconque des diviseurs élémentaires du déterminant 
fondamental R(o)). 

VI. Si le point initial est à Tinfîni, on remplacera x par — et, au lieu de Téqua- 
lion dilTérenlielle 

fin y cl»-\ y 

où la variable est x, on considérera une équation de même forme où la variable 
sera x'. 



78 



L. SAUVAGE. 



CHAPITRE IV. 

DK LA lORMK ANALYTIQUE DES ÉLÉMENTS DES SOLUTIONS 



77. On sait, depuis Euler, inlégrcr complètement les équations et les systèmes 



linéaires et homogrnes à coefficients constants. 



Considérons d'abord une équation linéaire, homogène et à coefficients con- 
stants de la fonnr 



«•7» 



(In y d»-^ y 

<Z;« ^ y 7/.,-:^::,- +•••-/''• r = '>- 



Celle équation peut être remplacée par le système équivalent 



r.x » 



;/.r 



-, ^- P\ y\ -i- . . . -r- pnYn = O, 



-•/- =--.>'A-l 



(k = -Jt, 3, ...,/!>, 



On intègre ce système en posant 



rA = at"^'i 



trx 



et en déterminant les inconnues par les conditions 



« <"j ) 



\ f'ir-hpiri^ 

' <A/ — C'A |. 



^- Pnf'n— O. 



Ces é(|uations ((>9) entraînent la relation 



( 70) 



— I r o 

Im/)-^: o — i r 



o 







o 





o ... /• 



— o. 



I/tM|iiation F(r) = o e>l appelée r<'<7//<'///0/? caractéristique. 
Si Ton élimine directement les inconnues C, on a 



Cj/' — (m« 



- C. 



C„r"-"-(:,, 
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et, par suite de la première équation (69), 

F(r) = r«-t- piT" ->-}-. . .-t- pn= o. 

Les diviseurs élémentaires du déterminant F(r) se confondant dans le cas des 
équations d'ordre n avec les diviseurs linéaires du pol^npme F(r)(*), il suffit de 
résoudre i équation algébrique F(r) =zo de degré n pour connaîtra les diiu- 
srurs élémentaires du déterminant F(r). 

Soit (r — /'i )^« un diviseur élémentaire ou linéaire quelconque du déterminant 

F(/). Ce déterminant F(/*) et ses dérivées successives admettront (r — r, ) 

comme diviseur jusqu'aux dérivées de l'ordre ^i exclusivement. En conséquence, 

si l'on pose 

d" y d^~^ y 

et si l'on considère l'équation 

on voit que Ton aura successivement 

On en conclut que chaque diviseur élémentaire (r — ri )^i fournit ^1 solutions, 
et, par suite, qu'on peut former n solutions des équations (68), ou encore n inté- 
grales de l'équation (67). 

Ces intégrales sont linéairement indépendantes. Car supposons que l'on ait 
identiquement 

dri ^ ()/-^,-i \ / » 

Remarquons que Ton a en général 

~5Hr- = ^^ • 



i" • • • — • vl« 



(') Voir Chapitre I, n* 22. 
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L'identité précédente reviendrait donc à la suivante 

^''•'(rt|— hiT^. . -+- iiJ^t-^j-r- eft'{ai-r-, ..)+-...= o, 



ou encore à Téquation 

— (ai -h bxT -4-. . .-4- /j j^i-*) = e-''»-''i^'(<Tri-+-. . .)-h 

Or le premier membre de cette équation s'annulerait pour un nombre fini de 
valeurs, le second aurait au contraire une infinité de racines, puisque les expo- 
nentielles ne peuvent disparaître identiquement. Uidentité est impossible. 



78. Considérons au même point de vue les équations 



(A) 



dyi 



«i/i yn 



a = I, !2, 



/l). 



OÙ Ton suppose constants les coefficients a. On trouve des solutions de ce système 
en posant 



(yn 



.V/=C;erjr, 



<*t en déterminant les inconnues r et C/ par les équations 



(y^) 



et 



^73) 



V(r) = 



au— r 



('ni 



I 



«l/l 



• • • ^nn '* 



= O 



(or,, — /•)Ci-r-. . .-f- «i/iC„ = o. 



«/Il Cl -r-. . .-i-(flr/i« — r)C;,= o. 



LVquation F(r) := o est dite encore riyuation caractéristique, 

La résolution de Téquation al^^ébrique F(r) = o de degré n ne fournît pas, 
comme dans le cas précédent, les diviseurs élémentaires du déterminant F(r). H 
y a lieu de les chercher, et ils peuvent élre distincts des diviseurs linéaires. 

Sans entrer dans le détail du calcul qui résultera de paragraphes plus éloignés, 
on peut remarquer que toutes les solutions auront la forme de polynômes en 
r'*!^, , .., /?'*?•*•, dont les coefficients sont eux-mêmes des polynômes en jCj et, par 
suite, le point oc est pour les éléments des solutions un point singulier de même 
nature que pour les fonctions e'^^. C'est-à-dire que, dans le domaine du point ex;, 
les solutions seront composées dV*léments uniformes, et continus en tous les 
points, sauf au point x = oc, où chaque élément de solution sera de la nature de e''-^ 
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Posons 



I 

X 



le système (A) deviendra 

(A') ~"£^ ^ ^(«/iri-+-----+-«/'»r'*)» 

et Ton voit qu'au point a: = 00, ou ^'= o, tous les coefficients des équations (A') 
cessent d'être continus. 

Pour étudier Pintégration complète du système (A), nous ferons un changement 
de variable indépendante qui ramènera le système (A) à une forme plus impor- 
tante que nous étudierons plus loin avec tous les détails nécessaires. 

Nous poserons 

et, par suite, 

C<ar flx ■=:. dz ^=^ Z dx. 

Il vient alors 

dy _ dy dz _ dy 

dx "" dz dx ~~ dz ' 
et le système (A) deviendra 

(A") X ^ =anyi-h.,.-hainya, 

en rétablissant la lettre x pour désigner la variable indépendante. 

C'est sous la forme (A'') et d'une manière tout à fait générale, c'est-à-dire en 
ne supposant plus que les coefficients a soient des constantes, que nous intégre- 
rons le système (A). 

Ajoutons une remarque. Le changement de variable e^= z donne bien z comme 
fonction uniforme de x\ mais on a J? = logz, de sorte que x n'est pas uniforme 
en z dans toute région du plan qui renferme le point 2 = o ou le point z = cc. 

79. Nous considérerons maintenant le système le plus général 

(A) -^ = anyi-^..,-haiyny 

en supposant que les coefficients a soient uniformes dans le domaine de l'origine. 
Rappelons que l'origine est un point quelconque. Nous supposerons, en outre, que 
le point X = o est un point singulier ou non des coefficients a. 

Soit R(w) le déterminant qui résulte de la considération des éléments d'un 
système fondamental de solutions, quand la variable x fait le tour de l'origine. 

Soit 

(WA— a>)«* (X=i,2, ...,p) 

Fac. de T. — IX. II 
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lin diviseur élëmcntaire quelconque de R(to). On peut ramener le dëterminant 
R(a>) à une forme canonique R'((o), comme on l'a vu dans la théorie des diviseurs 
élémentaires (Chapitre II, n" 53). Cette forme étant unique, la méthode de 
recherche d'un système spécial de solution des équations (A) doit conduire pré- 
cisément aux solutions qui correspondent à la forme canonique R'(co). Nous 
avons exposé cette méthode pratique aux n°* 68 et suivants du Chapitre IlL 

Nous voulons maintenant étudier directement le système spécial de solutions 
des équations (A). Nous considérerons ce système comme étant seul de son 
espèce, quoiqu'il reste dans sa construction une certaine indétermination. En 
effet, si deux solutions, par exemple, satisfont aux relations 

Y/=w^/ et Yl=u)y^, 
on peut, dans certains cas, les remplacer par des combinaisons 

pourvu que le déterminant ab' — ba' soit différent de zéro. Abstraction faite de 
ces modifîcations possibles qui n'ont aucune importance dans nos théories, nous 
pouvons dire que le système spécial de solutions est unique. 
Ce système spécial est caractérisé par les équations suivantes. 

Soit (wa — i^yk un diviseur élémentaire quelconque du déterminant R(co) 
ou de son équivalent R'(co), il y a en solutions satisfaisant aux relations 



(74) 



{k = I, a, ..., p) 



et les n solutions dont les éléments entrent dans ces équations forment un 
système fondamental. 

80. Pour plus de simplicité, considérons un groupe de relations de la forme 

Yi= (xjyi, 

Yj= tov, -+- Vi, 
(75) ( "^ 

i » 

Posons 



= M, 



ai: v/ — I 
de sorte que u augmente de i quand la variable x fait le tour de l'origine» 
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Soit f{u) une fonction entière du degré m — i formée arbitrairement avec u 
et des coefficients A©, A,, ..., A;„_| uniformes dans le domaine de l'origine. 
Définissons enfin r par la relation 

et appelons ^kf{u) la différence d'ordre k de f{u) par rapport à l'accroisse- 
sement 1 de u. 

On pourra donner aux fonctions ^1, j^2> • • -i y m les formes 

^;„_, = x'-a)A/(a), 
(77) < ù i\ 



On voit que A,„_j /{u) = 1.2 . .. (m — i)A,„_i ne contient pas u et que y^ est 
la seule fonction^ qui ne contienne pas de logarithmes. 

D'abord les expressions précédentes satisfont aux relations imposées. En effet, 
on a 

Y,„_;t= ar'-u**"^» AA/(a -h i) = x'-a)*-»->[Ajt/(u) -+- A*+, /{u)] = (uj^,„-;t H- ym-k-i- 

Ensuite on peut toujours donner aux fonctions j^« , ..., y m les formes précé- 
dentes. En effet, y^x''' est une fonction uniforme dans le domaine de Torigine, 
et l'on peut la représenter par a)"'"' A;„_i f{u)\ on tire de là 

y, = 3r'-(o'«-« A,„-| /(m). 

On peut poser ensuite 

d'où 

Y,= (ii««-»x'*Z. 

Si Ton veut satisfaire à la relation 

on posera 

Z = ^-t- A;«_t/(a). 

En représentant par [<p J ce que devient une expression ^, quand on tourne 
autour de l'origine, et remarquant que l'on a 

A,„^,/(M) = A;,,-, /(a 4- I)— A,„_,/(a) = [A,„_,/(m)]'— «^//i-î/C")^ 
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on voit que l'on <a 

z — A,„_2/(i/) csl (Jonc une fonction uniforme de x. Dans le domaine de rori- 
gine, on peut poser simplement 

en réunissant cette fonction uniforme au terme indépendant de ^m-iX{^*)' 

On a ainsi 

i-j = to"»-» j-'-A,,,-, /(M). 

On remontera ainsi de proche en proche. 

La suite des expressions précédentes montre que Télément Ymi qui contient la 
phis haute puissance de logx, renferme les m fonctions de j*, uniformes dans le 
domaine de l'origine, qui entrent dans le groupe des expressions ^'i, . . ., ym^ 

Les relations entre les coeHicients des puissances de i/, dans les différents élé- 
ments du groupe, sont mises en évidence par la forme des expressions précédentes. 
Le nombre de ces coeflicients est 

mi m -H I ) 
I -r- u — . . . -f- //i = ■ - - • 

i 

Il y en a m arbitraires. On peut donc dire que ces éléments sont liés entre 
eux par 



m ( //i — m { m — \) 
//i ou 



relations distinctes. 



81. Appliquons les résultats précédents aux fonctions )' qui satisfont aux rela- 
tions (74)- 

Nous aurons, pour les éléments des solutions du svstéme fondamental spécial 
les formes analytiques suivantes, valables dans le domaine de l'origine 



82. Dans les relations (77), posons 



<X =1, 2 , p). 



I 



et, par suite, 

_ lop.r _ l'^îJJ^' 
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Nous aurons, en général, 



w* 



OU encore 

yni-k= a:'-'tu*AA/(a). 

Nous poserons 

Nous en concluons que, dans le domaine derinfînî, nous devrons, dans les for- 
mules (78), changer les signes de u et de r, 

83. Nous terminerons ces études d^intégralion par les séries, en montrant que 
les éléments des solutions du système général 

(B) a?^ = a/i^tH-..-^ ainXn (« = 1,2, ...,/i) 

jouissent de propriétés spéciales qui les rapprochent des fonctions algébriques. 
Nous venons de voir que les solutions d'un système (A) quelconque s'obtien- 
nent par des combinaisons linéaires d'expressions de la forme 

a?'"( Ao -H A 1 loga? -f- . . . -h Ajt log*a?). 

Si les parenthèses sont infinies d'ordre fini pour a: = o, c'est-à-dire si l'on peut 
trouver un nombre entier a tel que le produit 

a:«(Ao-f- Al loga?-h. . .H- Ajtlog*a?) 
soit nul pour j: = o, on dit, d'après M. Thomé, que, quel que soit r, l'expression 

est régulière au point x = o. Il suffit évidemment que les fonctions A ne renfer- 
ment dans leurs développements qu'un nombre fini de puissances négatives œ^ 

Toute combinaison linéaire et homogène à coefficients constants d'expressions 
régulières étant aussi appelée régulière, nous allons montrer que tous les éléments 
des solutions du système (B) sont des expressions régulières, quand les coeffi- 
cients a sont holomorphes dans le domaine de l'origine. 

84. Voici, d'après M. Horn, la manière d'intégrer le système (B), c'est-à-dire 
le système 

(79) ^^ = «/i7iH-...-+-a//ir/i (/ = i,'2, ...,i), 
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où l'on a 

dans le domaine de [^origine. 
Soient 

(81) yt=x''^i = x'-(^^^-hx^}-h.,.) (* = i,a, ..,it) 

les éléments d^une solution du système (79). Nous avons déjà vu quMl existe une 
telle solution, et que les séries ^i sont uniformément convergentes dans un cer- 
tain domaine de l'origine (Chapitre I, n" 4). 

En portant les valeurs (81) dans les équations (79), on a les relalions en 
nombre infîni 

I 



Toutes les valeurs initiales '^f des séries cp/ ne sont pas nulles. Donc, d'après 
les équations (82 a), r doit être Tune des racines de Téquation caractéristique 

F(r) = |«?y-r5,v| = o. 

Or, laissons de côté précisément les conditions (82a); nous pourrons consi- 
dérer dans toutes les autres la lettre r comme une arbitraire, et nous aurons, par 
un calcul de proche en proche, 



^ ^ ^' "Z* F(/-^"i)F(/--r:2y...F(''VÂ-) •>' 

expression dans laquelle J est une fonction entière des lettres r, «rj , a?-, ..., rt*-. 

Le dénominateur commun ne peut s'annuler que si r -+- 1 , /• -h 2, . • . ou /• -f- k 
satisfait à un moment donné à l'équation caractéristique F(r) = o. 

Appelons i\, r^y . . ., /*// les n racines, distinctes ou non, de cette équation. 
On aura à ce moment 
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Mais k croît indéfiniment dans la suite des relations (8;)). Il suffit donc d^é- 

crire 

r =: roL — k (a = i,2,...,n;A: = i,2, ...,00). 

On voit ainsi que les cp^ seront finis, ou infinis d*un ordre varié. 
Fixons maintenant les valeurs des indéterminées r, ç®, ..., «p® d'après les règles 
suivantes : 

1" Soit un groupe 

de [X racines de Téquation caractéristique, telles que deux quelconques de ces 
racines diffèrent d'un nombre entier. 

Il peut y avoir d'autres groupes pareils à celui-là. 

Nous supposerons que la suite de ces valeurs ne va pas en croissant, et nous 
poserons 



(84) 

dij ^3, • . .j dy^ étant des nombres entiers positifs. 
Ces relations peuvent encore s'écrire 

(84 ) { ^^ -ï» »* I* 

I ••• » 

\ Tqi = Ta H- rff -4- cfj -+-... -f- rf|4_i -f- d^. 

Si les nombres r sont imaginaires, c'est sur la partie réelle que porte le calcul. 
La conséquence que nous avons en vue est la suivante. Toutes les expres- 
sions 

F(r-f-cfp,), 



F( r -f- rft -h. . .H- û?|x-i -+- d^) 
s'annulent pour 



^ — ^OL^ 



que nous représenterons seulement par /'a* 

a° Nous prendrons les arbitraires ^ ? dont les valeurs proportionnelles inter- 
viennent seules dans le calcul, avec un facteur r — ra élevé à une puissance né- 
cessaire et suffisante pour que toutes les expressions <f^ restent finies et ne s'an- 
nulent pas toutes pour /*= /'a* 
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3'^ Enfîn nous donnerons à r une des valeurs /'i, r^, ..., r^, qui satisfont à 
Téquation caractéristique, et nous choisirons les quantités ^^ de manière à satis- 
faire aux équations (82a)* 

Il est évident que les expressions ^/(8i) ainsi déterminées satisferont aux 
équations (79), et que les séries cp/ seront absolument convergentes dans un cer- 
tain domaine de Torigine, comme au n** 4 du Chapitre I. 

Voici maintenant les résultats généraux du calcul ainsi préparé. Représen- 
tons par 

les expressions qui, égalées à zéro, donnent les équations (79)* 

En supposant d^abord les lettres r et o^^ indéterminées, nous aurons identi- 
quement 

(80) /(ar'-cp,, . . ., t'-ç,,) = xr^ {a^^ — r$//) «pO. 

y 

Choisissons tp^, . . ., cpJJ, de sorte qu'aucune des quantités ç* ne devienne in- 
finie pour /• = /-Qt, et en outre de manière que 

s'annule h fois pour r = r^y h étant un nombre entier quelconque. Nous devons 
avoir 

(87) [iélr.r,r° (x = o,, ,:.,..., A-.). 

Mais 

Nous voyons, par suite, que Ton peut former les h solutions suivantes du sys- 
tème (79) 

ou 

(89) r, = x'-.|^-^ + -.^^5^log^ + ... 

Les parenthèses de ces expressions, renfermant les dérivées de séries unifor- 
mément convergentes, auront pour les puissances de log^ des coefficients, eux- 
mêmes uniformément convergents. 
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C'est avec ce programme général de calcul que nous allons construire un sys- 
tème fondamental de n solutions du système (79). Nous emploierons maintenant 
les notations de M. Horn, en les modifiant très légèrement. 

85. Nous préparerons d'abord le système différentiel 

^"^ = Z^ Agp^p (a, 3 = 1,2, ..,w), 

(79) { p 

Multiplions ces équations par des constantes encore indéterminées W|, W2, ..., 
it„t et ajoutons les résultats. Nous aurons une équation de la forme 

^9") ^ — '^ = 2 ^«?"«^P- 

ap 

On peut ramener les deux formes bilinéaires 

2 !/«>-« et ^aJpWarp 
a a^ 

aux (\g\x\ formes canoniques {Théorie des diviseurs élémentaires) 

a ap 

Les substitutions employées sont de la forme 

"a = 2 ^«P ^P' ^ût = 2 ^*P *P' 
P P 

ou encore 

^'P = 2 ^'"^ ""' -^P = 2 ^*P-^*' 

a a 



à cause de la forme de l'expression 



2 ^^y^' 

CL 



Or, les V étant indéterminés, ainsi que les w, on pourra transformer le sys- 
tème (79) en un autre 

(90 ^^^^^^P""^ (a, P = i,2, ...,m), 

P 
Fac. rfe T. — VIII. 1 2 



(JO L. SAUVAGE. 

OÙ Ton aura 

Considérons maintenant l'équation caractéristique du nouveau système diffé- 
rentiel 

V(p) = 'rta^ — p^a^l = (/?!— />).•.(/>/« — />) = 0- 

Soit/? — poL un diviseur élémentaire simple de P(/>)i on aura 

et à ce diviseur correspondra Téquation 

jr— = PoiZ^-^ X 2^ pg^^z^ -h . . . . 

Supposons ensuite que Ton ait 
et que (p — p^Y soit un diviseur multiple d'ordre e de P(/>), nous aurons 

( 1)>- ) 

et tous les autres /?a«j seront nuls. Donc, au diviseur considéré correspondront 
](is équations 

.r - y — = Py)Z^' -4- . . . , 

d.r ^ 



<" 



(</<; 



(/z> 






les parties des seconds membres remplacées par des points sont des expressions 
telles que 

^ 2 P'x^ -? -^- •'^' 2 /^i;i -? -^ • • • • 

Cette préparation des équations a pour résultat : i" de simplifier les calculs 

qu'on aura à faire plus loin ; a** de préciser le sens des indices 1,2, . . . , //i qu'on 

attribue aux racines de l'équation caractéristique. Nous considérerons plus loin 

des groupes de quantités 

/>)... Plt^ •••» />V. 

dont la signification est dès maintenant précisée. 
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(1rs /' soliilions sont linraircmcnl indcpcndantcs, car, si Ton avait 

\ Ciz\ = o (X = X|, X,.), 

). 
(111 en (Icddirait 

ri, pour X = (», 

Cx£X= <» (^ = >»i Xr), 

('(> (|ui est impossible, à moins que les constantes Cx ne soient toutes nulles. 

Dkuxièmk cas. — Ia's racines pyy ...,/;x" fournissent, d'une pari, des 

i^roupes do r^^r\ . . . , /" racines égales entre elles 



p,:i = rr. = • • • = iXn = /'>.- = /'«» 

r/, d^autre part, 

r** diviseurs élémentaires simples p — po de !*(/?), 
/•' » P—P\* 



•« 



P—Pn 



ly ailleurs, entre /y„, /y,, . . ., /)« /?/ /oi//e rtw//c' racine qui ne soit égale à, tiu- 
rune d'elles, il nexi^tf pas de différence entière. Enfin les différences 



Pn I - pn — tin 

sont des nombres entiers positifs. 

f lon^iflcnms un groupe quelconque correspondant à Tindice /, et posons 



♦7 ' 



^;>'>„ - £/.'^A Pi)'^ 'ïx).. = o (ïT^À', À'==X',; Xi;...; Xj^); 



...1- virons '•" vertu des i5quatioiJS (HO) et (y3), 
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ce qui est impossible si les Cx» ne sont pas tous nuls. De même les Cx"-» seront 
tous nuls, etc. 

Troisième cas. — La racine po de V équation caractéristique fournit les 
ciii'iscurs élémentaires 

du déterminant P(/>). D'ailleurs, entre po et toute racine qui ne lui serait 
pas égale, il n^ existe pas de différence entière. 

Au diviseur élémentaire {p — PoY"^ correspondent par exemple les équations 

d3>x' 

• dxix' 

(loo) ^ ^^ 



dZyJi'X) 

X — ^ = /?o ^a('X) H- z^^rC' 4- . 



Posons, en conséquence, 



(lOl) 

£X étant une constante, et prenons nulles toutes les autres quantités (Ça)„- Soient 
J^Qt = Ça(x)x les séries déterminées dans ces conditions. 
Nous aurons les relations 

(102) \ 

En effet, on a, par exemple, identiquement 

(/'o-/?)(Ca-)o-+-(Ça')o=o- 
[Ça(^)xk =«(^)X, 



Posons alors 



(io3) 






Les seconds membres ne seront pas tous nuls pour j: = o. En effet, d'après 



les formule? ^loi;. 
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■sa • -sa.'- 



«•--1 
"*»«-* 



-•: n-iliii-ïCnl à £> pour jr = o. 

En conséquence, on peut former le groupe de e\ solulions 



.#/; 









lOÎ; 



r: 



appartenant toutes à l'exposant p^. 

On remarquera que la dernière relation fait conoaitre toutes les aatres, pai^* 
qu'elle renferme tous leurs coefficients. 

I^:> solutions (io4j sont linéairement indépendantes; car, si Ton avait la re- 
lation 

>. 

<rn divisant par jt''^ les diverses équations qui s'obtiennent en égalant à zéro le> 

coefficients des diverses puissances de logx, on reconnaîtrait qu'en faisant 

jr = o on doit avoir 

C>..A = o- 

Qi ATRiÈME CAS. — C'cst Ic cas général. 

Ijp.s racines p^. />i,..., Pu de V équation caractéristique fournissent les di- 
viseurs élémentaires 



<P — PnY'' 



\ *• — ~ ^f» •••• A fM \m 



f/ ailleurs, entre ces racines et toute autre racine qui ne serait pas égale 
à Vune d'' elles, il n^ existe pas de différence entière. Enfin les différences 

p» — P\ = fl^i, 



Pn-\—pn = dn 



sont des nombres entiers positifs, de sorte que l'on a 



'loî; 



i 
( 



Pn-\ =^ pn-^ dn. 



Pu = Pn -^ dn-^. . .-^ di 



Soient ai, a^, •••, a^.^, les indices correspondant au diviseur élémentaire 
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(/> — piY'^* dans le système d'équations différentielles en z. Posons 

(106) 

OÙ £>.' est une constante ou une fonction de p qui ne s'annule pas pour p = pi. 
On prend nuls tous les autres (Ço)o' Soient Ça les séries ^«(^X» déterminées 
dans ces conditions, il vient 

Si Ton prend pour e* le plus grand des nombres ex*, et si l'on pose 



(•07) 



/x» = eo -f- . . . -H «'-* H- «xs 



on obtiendra les solutions 



(108) 



[dV-UxPi:»)'] 
"T^Jp, (H»=O,...,/0-.), 

Ensuite les formules générales (82) (excepté la première) donneront 



h=l 
où 



Q(/>) = (/> -P^Yip-PxY^. . (/> -/>r, 

et où Q{p) est une fonction rationnelle de />, qui ne s'annule pas pour/>=/?o> 

/^i 1 • • • î Pn ' 

Par conséquent, pour /> = /?/, 

(îla)o»... (Ça)rfri s*aniiulent au degré /'->, 

(?«)</,»••• ( îa )rfi-»-rf/_,- 1 » /'- • , 
•••• • , 

(Ça)</,H-...-K/,> ..., (Ça)c/r*-...-i-rf,-i » />, 

(Ça)rfi-^-...-H/„ ..., (Ca)rff+-...-Hf,-i » /<>, 

Fac. rfe T. — IX. 1 3 
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et l'on peut écrire 
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(>09) 






où l^on a 






^ = po = o, 

JX» — /o = pi = o, 






On ohtienl ainsi e\i solutions 






ou 
(Il 



">'-—|[Sê],-(r)[^;â],>'--(«:)<^-'-'--'! 

(fjLX« — Z^-*, .... /X' 
appartenant ù i^exposant/>|. 

Il suffît de connaître la dernière de ces solutions pour connaître toiitc! 

autres, c'est-à-dire celle qui correspond à |jlx» = /x' — !• Pour avoir leurs ex| 

sions développées, posons 



Za (a7)x. = !:;^'-\x)x.-h(''' ^ ') Ç;^'"'(^)X' log 



X 






î:«(J")X'log«w-'J-, 






(i i I) 



( 



/X'~i 



_J;a''''(^)X'ïog^'"'-* 



-»J- 



zâ(^)x. 






/X' — I 

/X'-i 
«X 



çr-*(^)x' 



\e»-h...-hex'-hi/ ^* ^ " 



(e.^/':Vl_.)î5"(^»'">«"-^- 
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Les valeurs initiales de 



n'étant pas nulles, les logarithmes ne disparaîtront pas de ces formules. 
Les solutions cherchées sont enfin 

z^^ = xPi Zol{^)\'-^ ^''' Zi(a?)x' log«i.«a7 -+- xPoZ^(x\i log*'+<^\«j7, 



((12) 



-h XPn~l Z^-^(x)}n \o^^K'*X 



-hxPo ZJ (x)\n\o^e^;^—^e\^x (X© = Xj, ..., X^,; ...; X" = X^, ...,X;î,4. 
Les degrés des fonctions Z en logx sont respectivement 

Les solutions précédentes sont linéairement indépendantes, comme on pour- 
rait le démontrer par le même procédé qui a servi dans les autres cas. 

87. Il ne reste plus à démontrer qu^une seule proposition : Toutes les solu- 
tions calculées forment un système fondamental. 

Après ce qu'on a déjà vu, il suffit de faire voir qu'^Y ne peut exister aucun 
groupe de n relations identiques de la forme 

(ii3) C| A/|-h. . .H- C|i.A||ji = o 

entre des solutions formant l'ensemble An appartenant à un exposant /i, 
des solutions formant l'ensemble A/2 appartenant à l'exposant r.^, . . ., des 
solutions formant l'ensemble A/n appartenant à l'exposant r^i, les C étant 
d'ailleurs des constantes, et les nombres /*i, r2, . » .^r^ n'ayant entre eux aucune 
différence entière, à moins que séparément on n'ait 

A./1 = 0, . . . , A/pt = o. 

Mais on sait que chacune de ces conditions particulières est impossible dans 
le problème d'intégration qui nous a occupé. Donc on pourra, après avoir dé- 
montré la proposition qu'on vient d'énoncer, affirmer que les solutions précé- 
demment obtenues forment un système fondamental. 



m '{ 



W^ 



I ■ 
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Faisons, en effet, lourner x autour de Torigine un nombre jx — i de fois, et 

désignons par 

"il* "il» • • • » "/|i 

les eoefGcients des plus hautes puissances déloge dans les groupements A/i, .... 

A/^. Nous aurons 

Cl A/i -T-. . .-i- G|i,A|"|jL = o. 



cof~*Ci A|i -h. . .-h oijj *CjxA,|jL = o, 
(«0 = e^'^n/'-'i). 



m 

Kli minant les (] entre ces équations, on aura une équation qu^on pourra or- 
rlonner en logx et qui aura la forme 

• ^*/i-t- l\i logx-h...4- P/y; logTQj:- = o. 

Les coefficients de cette équation seront d'ailleurs uniformes et, comme cette 
équation étant algébrique en logj^ ne peut admettre une inTmité de racines, on 
devra avoir séparément 

l*/v = <> (V = I , 2, . . . . TJ ). 

En particulier, on aura 

P/n = o 
ou encore 



( 1 1 1 ) 



"^r, = 



I 


• • • 


I 


lu, 


• • • 


(0» 

^ 1 


. • 


• • • 


• • 


o,Ç-' 


• • • 


.o{i-' 



Uf ^ ... ^fù — w« 



Comme aucun des facteurs de P/r, n'est nul, Thypothèse faite est inadmissible, 
et le théorème qu'on avait en vue est démontré. 



EXTRAIT D'UNE LEHRE DE M. J. TANNERY. 



Dans son intéressant Mémoire sur les Systèmes d'équations différen- 
tielles linéaires et homogènes^ M. Sauvage expose, en me l'attribuant, une 
méthode pour former l'équation différentielle linéaire 

que vérifient les n solutions ^,, y^^ . . ., y^ d'une équation algébrique en- 
tière 

entre x^ y de degré n en y. C'est M. Hermite, dont je n'ai pas besoin de 
vanter ici la bienveillance, qui m'avait indiqué cette méthode. M. Sauvage 
a d'ailleurs augmenté l'intérêt de cet exemple en montrant le caractère 
d'une racine x' de l'équation U© = o qui n'est pas une valeur critique pour 
aucune des fonctionsy^jj^j? -- "iyn\^ existe alors un système de constantes 
C,, Cj, . . ., C„ telles que le développement de la fonction 

suivant les puissances de x — x\ commence par un terme de degré n au 
moins, et l'on a ainsi un exemple très net et très simple de points qui ne 
sont singuliers qu'en apparence. 



Fac. de T, — IX. 1 4 
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CHAPITRE V. 

DES SYSTÈMES RÉGULIERS. 



88. Nous avons vu que les systèmes de la forme (B) ou (79) 

(Chap. IV, n°* 83 el suivants), où les a sont des fonctions holomorphes dans le 
domaine de l'origine, ont toutes leurs solutions régulières, c'est-à-dire que les 
éléments de chaque solution demeurent finis dans le domaine de l'origine, quand 
on les a préalablement multipliés par une puissance convenable de x. 

Les systèmes précédents ne sont pas les seuls à être ce que nous appellerons 
maintenant des systèmes réguliers. En effet, si l'on pose 

yt^x^^zi (1 = I, 2, ...,/i), 

et, par suite, 

dyi _ ^ / dM hi \ 
dx ~~ \dx iP / ' 

le système différentiel (79) devient 



dzx 


«11-^1 ^«« T , 


«1« . 


dx ~~ 


X ^* ' ar/^.-A.+i.^* ' • 


dZn 


ani ^it 




dx ~~ 


a;àn-h,-^l^^ ' Xhn-à,-^t^' ' • 



et, sous cette nouvelle forme, le système est encore régulier. 
Fac. de T. — IX. 
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Le svsli^mc 

5j=(-i-»î.+»i.-r+-)j'.+(j,+î+«î.-^«i.*-^---)r.. 

qui ne rentre dans aucune des doux formes précédentes, est aussi régulier. Car. 
si l'on pose 

on aura, pour déterminer ^i et z^, un système diflerenlicl de la forme 

'Ip =(- i -...)h±Ii + (L ^,,\zi=lî}, . 

ffjr \ jr /a \-r /a 

t»l, si Ton romplaoo z* par xz2* on obtiendra un svslèmc de la forme (B). 

On \oil done qu'il v a une grande variélé de svslcmes réguliers. Nous allons 
tnontrer «juo Ton peul tous los rattacher à eeux d'en Ire eux qui ont la forme (79) 
on (l\), et que, pour cette raison, nous appellerons des svsièmes rég^u tiers cano- 
n if/ tirs. 

H\), Soit 

(11»» -y- = cin >'| -^ ... — rt| n Vn ( « = I , a fl i 

tlX 

un sxstcme d'équation^ diilV>rontielles lin«*aires et homogènes, telles que, dans le 
(hunainc de l'oriijinc, les cocflîcienls <i soient uniformes et conlinus, sauf à 
l'origine, et t|ue les élcnicnts des sidutions multipliés par des puissances con\e- 
naliles île .r restent linis. 

IVuir le point .r = x, on multiplierait les éléments des solulioDs uar des 

pui>>:inct*s coll^enaldes de -• 

j" 

Les solutions seront, comme nous allons le rappeler, formées de la manière 

i^uixiitilc. 

:\uu"« aNons \u au l'.hapilre 1\ n ' 8(> et suivants) que l'on peul former un 
''>?tiènic londamental de solulions du >\>lcme 1 1 15*», tel que ees solutions se par- 
liij^t ni en groupes distincts dont les éléments prennent les formes 

y,:^ .r*c..."'-îA.,_,/. M .. 
M iih 
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OÙ l'on a 

(117) 
(.18) 



l = 



O) = 






U = 



loga? 



.Tzy — 



OÙ Aa/(w) représente la différence d'ordre k de /(u) par rapport à l'accroisse- 
ment I de u, et enfin où co est une racine de Téquation fondamentale en co, 
fournissant un diviseur élémentaire de degré m. 

On sait que u augmente de i quand x fait le tour de l'origine. 

L'équation (117) ne détermine r qu'à un nombre entier quelconque près. 

Les polynômes en u, fi{u) fournissent des différences ^k fi{u) qui sont elles- 
mêmes des polynômes, et^ii est la seule solution où n'entre pas forcément m, et 
par suite logor. 

Ces principes étant rappelés, formons le système différentiel caractérisé par 
des relations de la forme (i 16), mais où les solutions sont régulières. On suppo- 
sera que toutes les valeurs de r sont déterminées de manière que les coefficients 
de // dans les polynômes fi{u) soient holomorphes, ce qui sera suffisant pour la 
régularité. 

Or, on sait qu'on a (Chap. III, n° 63) 



Da/y = 



rit 



y\n 



dx 



dx 



yn\ 



ynn 



D étant le déterminant du système fondamental de solutions, et a/y un coefficient 
quelconque des équations (ii5). Il résulte de la forme de a/y que ce coefficient 

est régulier comme les éléments yij et leurs dérivées -^-^ • On peut donc rem- 



placer a/y par — ^ dans les équations (i 1 5), et dire que tous les systèmes réguliers 



ar««7 



ont la forme 
(119) 



atj 



dyi _ 

dx Ai^ x^ii 
i 



2 



yh 



où les coefficients a/y sont holomorphes dans le domaine de l'origine. 
Étudions aussi le déterminant 



yn 



ym 



D = 



. * • 



y in 



ynn 



Hl 



U\ 
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Le syslrme fondamental de sol niions de la forme (i i6) peut être choisi tel que, 

si Ton pose 

P (''tant la caractéristique d'un polynôme, les coefficients de ce polynôme restent 
liolomorphes dans le domaine de l'origine. Dans ces conditions on pourra poser 

D = ar^U(\ogx), 

Il désignant aussi un polynôme à coefficients liolomorphes. Si la variable jc fait 
le tour de l'origine, on sait qu'on aura 

D, = CD, 

où Df sera la nouvelle vaIcMir de D, et C un déterminant de constantes. Donc, si 

Ton pose 

C = e^'tpv^^ 

le produit Dx~? sera uniforme dans le domaine de Torigine, et l'on pourra poser 
simplement 

l) = x9Wi,ru 
où ^r(.r) sera liolomorphc. 

Cela suffit pour que les logarithmes disparaissent de n(logjî). Posons, en effet, 

/?o, />ii ..., /^x ï*eprésenrant des fonctions holomorphes, et identifions les deux 
formes de D. Nous aurons 

(120) x?W(x) == x^^(piy-i-pi logjF -h. . .-hp\]o{;'^x). 

Faisons tourner la variable jc autour de l'origine, nous aurons 

j ei'!^9>^^ix9W{x) — e»^"*''^j^'^[/7o-^/>i(logJr-f- 27:/— i) H-. • •^-7?x(loga? -f- aTcy^^T)^], 

ou, en faisant e-'^'^v^"* = C| , 
(i?.i) Cx9^{x) = CiJr'4/^o-«-/?i log^-^...-^/?xlog^J"-^- f7o-+- 7i logar -f-...-h 9X-1 log>'— i^r], 

en appelant </o) Q\i • • • > 7X-i <Jcs fonctions holomorphes. 
Des équations (lao) et (121), on tire 



m 

I' 



G(/?o-l-...-+-/?)ilog>J7) = Ci(/?o-l-...-4-/?xlog^.r-+-<7o^--..-^-yX-i log^->ar). 
C'est une équation algébrique en logx, ce qui ne peut exister, car une telle 
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équation aurait une infinité de racines distinctes. 11 faut donc que ses coefficients 
soient identiquement nuls, ce qui donnera d'abord 

Puisque p\ n'est pas nul, il faut que l'on ait C = Ci, et, par suite, p et R ne 
diffèrent que par un nombre entier. 
La relation 

entraînera ensuite 

11 est facile de voir que les/? et les q sont reliés par des relations telles que Ton 

aura aussi 

P\ = o, p\-x = 0, . . . , /?! = o. 

Donc l'expression x9 W[x) qui se réduit à x^p^i ne contient pas de logarithmes. 
Le déterminant D est lié aux coefficients des équations (i i5) par la relation de 
Liouville 

11 faut alors que cette expression soit aussi régulière. Pour trouver les condi- 
tions de régularité, posons 

rt,,-h...-ha««= — H- -^^ -4-..., 
a étant plus grand que l'unité, et nous aurons 



/ 



{axx-^ ' • *-^ cinn) dx = f • . -h. . .H- K log^r-h.. .-I- Lpa-P-f-. . .. 



D'où nous tirerons 



K 



D = Cen-«)' X a?*x 0(x), 



où O(^) est une fonction holomorphe dans le domaine de l'origine. 

Il est évidemment nécessaire et suffisant que a ne dépasse pas l'unité pour que 
l'expression de D soit régulière. Donc, si D est le déterminant d'un système 
fondamental de solutions d^ équations régulières de la forme (ii5), V expres- 
sion «1 1 4- ... -I- anny multipliée par x^ est holomorphe. 

90. On peut remplacer le système 

dx ^ x^ii '^ 



G 
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par un système de même forme en posant, pour une valeur de i, 

(.,.) ^,= ^.. doù ^'=^(g-.|,). 



On obtiendra les équations 



dyj _ 



dx 

dz 
dx 






«y/ 



ar-*/«-^ 






^«1 









(y = 1, a, -. , « — 'i «-+-'» 



>^/» 



c^cst-à-dirc que, si Ton considère le Tableau des exposants 



«Il 



a/i 



«/Il 



«!/ 



«// 



«/!/ 



• • • » 

• • • » 



r>/i peut, par une substitution de la forme (i2p.), modifier la colonne d'ik 
(lice i et la ligne d'indice /', de sorte que, si tous les nombres de la colon» 
augmentent ou diminuent du nombre A*, tous les nombres de la ligne à 
minuent ou augmentent du même nombre k. Seul le nombre olu est invar iab^ 
s'il est positif , Dans le cas contraire, il faut tenir compte du terme inirodu 

dans le coefficient de z. 

X 

91. Ecrivons les équations (119) sous Ja forme 



(1-23) 



^l-hX 



dyi V 

•dfx =2" 



ijyj 



Si les coefficicnls aij sont holomorplics dans le domaine de rorigine, et si 
tous les nombres entiers a, sont nuls ou négatifs, le système est régulier. 

Nous n'aurons donc de difficultés à rencontrer que dans la recherche des sys- 
tèmes réguliers où Tun au moins des nombres a/ est positif, en même temps que 
toutes les valeurs initiales correspondantes a"y (y*= i, 2, . . ., n) ne sont pas nulles 
à la fois. Nous nous placerons dans cette hypothèse. 



l\T »w •« <« 4^ ••« «^ w r\. r*i ^VM^v v% /« rt #\ 1^ ^v «%^ ^»«« ^\ # xx ■ « ^« I ^««^ v« ^^ m^^f^ Iv »«^% ^ 



w^ ^^ m ^ •#» fr 



.«^ .#« • ^ « • .^ 
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et nous idenlifierons, sachant qu'il doit exister au moins une solution de celte 
forme .. 

Nous aurons d'abord les équations 

qui devront être compatibles, et nous pourrons supposer au moins Tun des cp, 
soit ©®, différent de zéro. Alors, si cela est nécessaire, nous remplacerons, dans 
les équations didérentielles (i 23), l'inconnue y/ par j^/ -h X/j'i (£ = 2,3, ...,/i), 
de sorte que la valeur initiale f? + î^i^î ne soit nulle pour aucune valeur de i, 
et nous aurons 

Il est évident que le nouveau système différentiel pourra prendre la même 
forme générale que le système (i23), et sera régulier comme lui. Mais, de plus, si 
Ton fait maintenant la substitution 

on devra avoir <f^y^ o pour toutes les valeurs de /. 

92. Nous supposerons que le système (i23) est préparé de manière à satisfaire 
à cette hypothèse. 

Parmi les équations (i 23) distinguons celles qui correspondent à la plus grande 
valeur a des nombres entiers a/, et plaçons-les les premières. Le système (i23) 
pourra s'écrire 

(124) ^*'*"" "^ = 2 ^'-'•^'^ («* = 1,2, ...,/i), 

et, pour les valeurs r, 2, . . ., A de l'indice i toutes les quantités b^j ne seront pas 
nulles pour toutes les valeurs de y, tandis que l'on aura b^j= o pour i= A -h i, 
/i -f- 2 , . . . , /i . 

Dans ces conditions, on peut démontrer que le déterminant 



(125) 



bU ... bU 



. . • • 



bh\ .». ^Xa 
est nul. En effet, dans le système (124), considérons la solution 



U ffcT 



n i/.fi* jn»v «**•!** hVli%M\ 



--•-*:- 



:, *r. i»',-«oi!» 



V = A 



\ «t.- <il • .•!■* 






K 






'-^ZiZ ? 



.— -— »'n 



L.<- 









■k* *k*-.r.- •:->.'.-. 



/- -^--'- -. 4 — -y. -> 

4r 



: :-?: 



— ^. — - — -T— 



-v- 



— #-..— 



<-.m m<<^ c/^ <i «^q rj;» c î oc « •« j m^ l '^ r: 1 ! ï K,! 'j *. : "la y . = I . noni »«rc«tf idnexitii 



^ ^. '< y 






î^ r*rr.î,.4'.wr-* y. j-i.» /■' y — xq — . 



No a* «iirc«ii?> 






Kn i«J«rnti fiant à Z'TO le s coefficient? de« di%er^e« puissances de 
J'<iborJ la condition de po>?ibilit»r 



t\. 



^ I 



• * — I 



. I 



• -M^ 



> 



6;,Ii 61, 



^ t 
s 



6i.ii 6:,:^ 



Tl 



*i. 



= O. 



A'j rno%en du premier membre de cette condition formons l'équation en s 



6î, — * ... b\^^ 



ri 



/•( 



= o. 



.. il 



t>\,- 
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Elle pourra se ramener à Téqualion 



9 



(i3o) 



AO ç AO 

AO AO « 



^0 



= O. 



/>0 h^ 






INlais, à cause des conditions (126), on peut écrire 






?l 



?/ 



de sorte que, si l'on pose 



^h = Çh— Çl 



{h= ij3y . .., w), 



on pourra former un nouveau système diflTérentiel régulier de la forme 



a7»-^x 



dx 






et, en posant 



^/»= -î-^-^^A -+-•-.» 



on pourra encore identifier à zéro les coefficients des diverses puissances de x^ 
et Ton aura la condition 



''4i-''4r' 



=0, 



(|ui fournira l'équation en s 



(i3i) 



?î 









"~"~ a • • • 






é» 2» 



?î 






9!l 






6» î« 



AO ï« 



— S 



= o. 



Introduisons la racine zéro supplémentaire, et écrivons cette équation sous la 

forme 

>o 



(I32) 



— s 



AO îi AO ?« 



o AO AO ïl — * AO jP« _ AO îiL 

7l Yl Tl 
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feo — 



é« 2» 



— 5 



= o. 



lO 



L. 'i'ArTAOE- 



Fn ajoutant la première ligne à chacune de> «aidantes, nous anroos 



— f 6î 






lîl 



= o. 



-• *i!rf 



*!.-» 



Mai« à cause d<ï« condition? lao on a. par exemple. 



I ": T. ■ Ti 



S. 



fJonc. si Ton retranche, dans le déterminant ' i33 . la somme des élémenlsdr 
dernières colonnes des élément? corre?|Hjindants de la première, on aura Kéqua- 
lion *l'^(Jlf:i. par suite, l'équation (i.3t.i<. Appelons At'x»et A| (s) les premier: 
memhrer» des équations 'i.V> i et m 33 •. nous aurons, au si^e près, la relation 



i-iif 



A f I = iA.< s -. 



Voici les conséquences de la relation m 34 '• 

Oinsidérons d*ahord une équation régulière à une inconnue 



nous aurons 






A- 5; = — «. 



< a > O > 



Donc ^\%) =:: O admet la racine zéro. 

Passons à un ?»vstèrne ré;;ulier de deux é<|Ud lions différentielles. 
i% cau-ïC du cas précédent. 



Nou 



s aurons. 



Ail 5 » = o 



et, à cause de la relation (i3 j k Téquation 

A< x; = o 

devra admettre deux fois la racine zéro. 

De proche en proche, on d»'monlrcra que Féqualion A(5) = o a n racines 
nulles, si le système (\'>'ii) est régulier. Mais on a ici, en tenant compte des 6* 
qtii sont nuls, 



U 



\(S) = 






^Ih — f blj,^^ ... bl, 



o 



o 



o 



— $ 



o 



o 



— s 



= o. 



>iV< 
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1 I 



On en conclul que le déterminant 



bU ... b%, 



• • • • • 






Oh 



h h 



est nul. 



U3. Cette condilion subsiste après qu'on a fait une substitution de la forme 



y^ = z-\- m,j^j-+-. . .-h m«j„ 



dans les équations (124 ). 
En efTel, on a 



dy 
^»-^«^' = ^/i- -l-(^/j-H//iî^ii)^î-t-...-h(/'/„-»- ninbii)y„. 

Le déterminant qu'il faut étudier se réduit, à cause des conditions 



bl=o 



( / = A -H I , . . . , /l ), 



U 






.— m/,^>Xj -h /?i2(^î , — . . .— /w///>'2, ) • • • 



Ce déterminant se ramène immédiatement au délerminanl 



€> , , ... o^f^ 



• • • • ■ • 



Ht ... Hh 

et, par conséquent, ces deux déterminants sont nuls ensemble. 
On verrait de même qu'une substitution quelconque 

pour une valeur donnée de /, même pour i = // -4- i, . . . , /i, ne change rien à la 
conclusion précédente. 

En conséquence, il n'est pas nécessaire que l'on ait ©" y^ o pour que le déter- 
minant I 6", ... b^^ I soit nul ; car, pour arriver au cas où cpj* n'est nul pou rancune 
valeur de 1, on n'a fait que des substitutions de la forme de celles que Ton vient 
d'étudier. 
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9t. Revenons maintenant au système différentiel (laS) mis sous la forme 



(i35) 






dx 



et supposé régulier. Admettons d'abord que, pour aucune valeur de /, on n ail 
tous les ajy nuls quel que soity, et posons 



(i36) 



yi = r^'^i = >"-(o« -+- arcp; -f- x«©? -+-. . . ). 



Nous aurons les équations 

(i37) 



^/?. çp?-+-. ..-l-rt?>cj«= o 



Il ri 



tn T/i 



(( = 1, a« . . ., n): 



et, puisque le système (i23) admet au moins une solution de la forme (i36), le 
déterminant 



(i38) 

doit être nul. 
Posons alors 

(»39) 



A = 



a 



1 1 



a 



\n 



• • • • t 



a 



a\ 



nn 



- = >'! Vi -4- Xj.Kt-4-. . .-^ X„^,M 



et déterminons A|, A2 \i par les conditions 



(140) 



a^^j\l-\-. ..-i- </OyX„= o 



ij = ^jT^y y n)\ 



nous aurons 



.H-3t 



dx 






( X,aii-i-...-+- X„a,ii)7i -4-. .. 









A cause des conditions (i ^o), celle é<|iiation pourra sVcrire 



ds 



^nXn^ 



Q\x a\^ . . ., r/,^ seront des fondions holomorplies comme les fonctions a/y. 

I^es équations (i{o) étant compatibles donnent au moins une valeur, \„ par 
exemple, qui n'est pas nulle, cl, de Téquation (i3()), on tire 



I A, 



X« 
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de sorlo qiron pcul éliminer )',/ et remplacer le sjslème (i35) par le sjslrme 



-'^"È=*"-^'-- 



• •-+- ^l,n-l^/i-l -^^tn^f 



r^-^^ ^1 ' =^/i-l,iri-+-...-l-6/t-l,»-l7/i-|-+-^«-l,/*-. 

dz , , . 



el, dans ce syslcme, le déterminant 



(•4i) 



A,= 









h^ 

^i,«-i 



^It -l.'i -! 



devra être nul en vertu du théorème du n® 92. 
Posons maintenant 

yi= -/-+- \LiZ 

nous aurons 



(i = I, o, . .., n — i), 



x.-«î^ = 



fi^j" 



f/j- ' ' dx 






I^e coefficient de z sera 



•J-l 6/1 -I- . . .H- [1«_| 6/,M_i -t- 6/„ — [IfXi [Il 6,11 -h ... -r {X;,_i 6„,«_| -h Ù„n ), 



et, si I on veut qu'il soit nul pour x = o, il faudra poser 



dU) 



ïx,6«, -h...-f- îx«_,69„_j -f. 6?, == o 



(«' = I, '1, . . . , /i — i). 



Mais le déterminant de ces équations étant nul, elles pourront n'être pas coni- 
|)atibles. 

Supposons ces équations non compatibles, et remarquons que Ton doit avoir 






,0 fr,9 



11 faudra en conclure que Ton a ^® = o, et, dans cette hypothèse, on pourra 
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poser 



Ji — kCW • 



Les équations (i4^) se réduironl aux équations 

{^l^?, -4-. . .-H fl„-i 6J,, _, = O. 

Mais Féqualion en :; deviendra 

et l'on devra avoir aussi 

et il y aura compatibilité, car on doit pouvoir poser 

'''il ri ■ •••^ ''/.«-i r'«-i ^ ^//i r« — "» 

et de plus, on a idenli(|uement 

^/,i =o (' = I, a, . ... #1 ). 

Alors, si c'est nécessaire, on devra pouvoir calculer des nombres V|, v^., . . . 
v,/«i tels que Ton ait 



et alors l'expression 
sera égale à 

(v, 6,1 -+-... -4- v,|_,/>„_,j-i- b„x)Zi-^,. .-4-(v,A,„-h. . .4-Ô^„)5' 

et sera divisible par »r. Nous prendrons alors 

V| 5i -h . . . -h V„_| 5„_i H- -3 

pour inconnue à la place de z' , Soil, par exeniple, 

// — vi 3i -H. . .-H v,/_i j;,_, -f- c'. 
Les é(|Nations différenlielles prendront la forme générale 






,r 



U = I, a. ...,/# — ,)^ 
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et Ton aura maintenant 



De plus, le dé terminant 



ai^ = o 



(« = 1,2, . . ., /i — l). 



A, = 



a 



1 1 



«î,/i-i 



^/t-1,1 



a 



/i-l,n-l 



sera nul. 

Parlons maintenant des dernières équations différentielles obtenues, el em- 
ployons de nouveau, avec des significations analogues, mais non identiques, les 
notations qui nous ont déjà servi. 

I^osons 



(»|3) 



^ = ^\y\ -f-. . .-H \n-\yn-\i 



el déterminons }v|, 'k-ii • • • ^ \i-\ par les conditions 
( 1 4 î ) a îy Xi -+-, . . -H aj-ij A«_, = o 

nous aurons, comme précédemment, 



(y = 1,'^, ...,/i — i); 






«/<-lJ^/*-| -*-«/!«« 



Les équations (i44) étant compatibles donnent au moins une valeur, X/;..| par 
exemple, qui n'est pas nulle, et Ton peut poser 



yn-x =5^ — « - T — 



ri— .-.— 



X/i— 1 



yn-\ 



de sorte qu'on peut éliminer yn-\ et former le nouveau système différentiel 



(ii5) 



•n-a 



dyx 
dx 



ànyï -+-...-+- bi^n-tyn-t H" ^l./i-l-S "H^mM, 



^^~dx~ ^'»»^* "^ "•" "n,n-l^ -\-Ù„nU. 



et, dans ce système, le déterminant 



A,= 






devra être nul. 



^«-1,1 ••• ^n~t^n-t 



It) 
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Posons maiutcnant 



?'i= Zi-T- HiZ 



( I = I , -2, . . ., /I — -Â) 



nous aurons 



dzi 



^'"^* -y— = A/1 5| -r- . . . -r- A|.fl_i 5«_î -h \i,m—i * -^- A|/i M. 



Le coeiïicionl de 5 sera, pour x = o. 



.-l|«,, 1-...— ,-l/I-î ''/,;, _t ''l./l-l' 



Pi, si Ton \cul qu'il soit nul, il faudra |>r»s(*r 



i4<0 



t^i^y.-^--^^ i=« 



Il = I. îi, 



• /i — ij. 



<Jes équations peuvent ne pas élre compatibles. Mais, comme on doil a\oir 






( / = I , -2. . . . , /i — a ). 



on devra poser '^JJ_, = o, ce qui conduira à remplacer z par arz', 1-iCs éciuallons 
( i4^>) se réduiront aux équations compatihios 



:^i^?, ■+-•••- :^«-«^;>-, = '» 



> « = I , a. 



/i — 2 ). 



Alors, si c'est nécessaire, on devra pouvoir calculer des nombres V|, Vj, . . . , v„_3 
tels que l'on ail 

et alors l'expression 



sera é^ale à 






et sera divisible par x. On prendra alors 






I 



1 



Vj w| -r-. . .-H v„_j-5„_j-i- 5 



pour inconnue à la place de z'^ et finalement les équations difTérenlielles prendront 
la forme 



i-^^'Jli - 



.r» 



dui 

77F 



= fU\ ^'i -»-. . -i- ûr/./,_i Ml -^ a in Wj, 



= '^/i-l.I ^'l-t-- • . -4-«„_i,«_| Mi-+- flTn-i./i Ml, 



^/Mj 



•^* '^;. == ^«« >'l-^. • .-^- «//,/!-! M,-4-CT,|,| Mj. 



et Ton aura maintenant 



^i,n-\ — O, 



«//i ^ <> 



(f = I, a, . . ., /i — 2^ 
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De plus, le dcHerniinanl 



A,= 



a 



1 1 






n-t,\ 



«^y,/i-» 



^/l-î,/l -î 



sera nul. 

H est évident que le procédé pourra s'appliquer indéiiniment, et, par suite, 
(pron pourra ramener le système proposé à la forme 



- dyi 



(^inyii' 



En diminuant a d'autant d'unités qu'il sera nécessaire, ce qu'on sait maintenant 
réaliser pratiquement, on sera finalement ramené à un système canonique. 



95. Étudions l'exemple numérique suivant 



dyx 
dx 



= (-ii-i-^-)-^'^(i 



-h 



x^ 



"JXu 



dx ~ \ 



-)y'-^{y^-'x^")y'' 



On trouve d'abord qu'il faut remplacer ^2 par xy^^ ce qui donne 



dyx __ 
dx 

dy\ 
dx 



= (-7^ '+---)r.-+-(j;- J+---)^.- 



La môme substitution sera encore nécessaire, et l'on aura 



dx 

dyx 
dx 



= (-îi-|^"-)^'-^(5î 



I 
X 



) 



r^ 



= (- i ^ ï ^•••) •>''-*- (f. - 1 ■^•••)-^' 



On posera maintenant 



et 


Ton 


aura 










dz 


dyx 


dVi 






dx ~ 


dx 


dx 






dx 


-{- 


I 1 

X* X 



z = yx — yt, d'où y^^z-^yt, 



-fe-(-i-ï->-^-'-(i-) 



J'îi 



.)(^-^r«)-^(^-|+..-) 



r« 



Fac. de T. — IX. 
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OU encore 



dy^ / 1 \ /Il \ 



Mnfin, remplaçons z par zx^ nous aurons 

È = ï( )•>''- (?^- ••)-'• 

C'est un s^'slèine canonique, ce qui prouve que le système proposé priinili veinent 
est régulier. 

Du reste, on peut le vérifier autrement, en remarquant que le système qu'on 
vient d'étudier dérive du système numérique du n" 88 par le moyen des substi- 
tutions 

96. Le cas le plus important des systèmes réguliers est celui qui provient de 
Téquation d'ordre n 

^'*'^ dx'^ X^^dxn-^ ^'"^ X^n-^' 

supposée régulière. On peut le traiter facilement d'une manière directe. 
En effet, remplaçons Téquation (i47) pj^i* ^^ système équivalent 

( ^ =ry-i ' 0* = 2. 3, ...,/,), 

les p étant des fonctions holomorphes non nulles pour x = o. 
Faisons le changement de variables suivant 

ï 



^i = a7M«-*'<pi, 



de manière que les dernières équations (i4^) prennent la forme canonique. Par 

exemple, Téquation 

dyn-i 
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donnera 

On remarquera en passant que 
eU par suite, que 

?S-i-i=(? — 0(? — 'H-0...(P — l)p??n 

et tous les o^ seront différents de zéro, si p est quelconque. 
La première équation (i48) deviendra 



OU encore 



X -^ h ( p — n-h I ) c&, = -£-L- cp, -4- ... H /-^— 9,,. 



Les équations précédentes forment donc un système qu'on peut écrire 



* do\ _ -^ _ 

^ Vx^ ~ ?«-^-i — ( P — ?//-/ » 



et où toutes les quantités P ne seront pas nulles à la fois pour jr = o, 
Le système sera régulier si Ton a 



THi^I, ^1 = 2» •••» "^n^f^i 



car alors on aura /i ^ i . 

Je dis que ces conditions suffisantes sont nécessaires. Pour le démontrer, ad- 
mettons la proposition pour une équation de la forme (147) et d'ordre {n — i) et 
démontrons qu'elle est vraie pour une équation d'ordre n. Comme elle est vraie 
pour /z = I, elle sera ainsi démontrée en général. 

Au n" 2i du Chapitre I nous avons montré que, pour ramener un système de 
la forme (148 )*à un système non seulement linéaire, mais encore de la même forme, 
on devait poser 

yn = y = uftdx\ 

Il étant une intégrale donnée de l'équation différentielle (i47)- Dans les condi- 
tions actuelles, nous supposerons Un régulier et de la forme a!''(f„(x) et, en nous 
reportant aux notations de ce n"24, nous ramènerons le système (148) au système 
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également régulier 



dx 



—j— — Pj/i -+-...-: V n-\fn-\ 



~j- = ti-x ( A- = '-i, 3, . . . , n V 



OÙ Ton a 



* a L I </x ' a'«!'i J 

p _ I r n(/i — 1 k . .2. 1 d'*-^it px nin — i )...'?. a </"-*w />„_|M"1 

M I 1 . 2 . . . ( /i — I ) dj'^' » "^ a:*"» 1 . 2 . . . ( /i — 2 ) dx** ~* ' ' ' jr^m - • J ' 

Nous supposons cpie P| , P^? • • -7 P//-i peuvent se meUre sous les formes — » — |, - • • > 

-~l > où II I, lia, . . . , n„_i soûl des fonctions holomorplies. 
On remarquera alors que Ton a 



u = x^" ^(x). 

u dz> 

dx dx 



du dz> 

X'' —- -T- /\r''-'5. 



et, d'une manière générale. 



dx/^ dxf^ ' d,,^ ^^"'^^ '' 



ce que l'on peut écrire 






> = o 



et. par suite. 



I d'' u _^y^ _, I d^-^'^ 
û dx^ — ^*''" ^ dJ*^ 



i. — o 



(Chacun de ces produits est donc infini d'ordre infini (Tordre A* au plus. 

En conséquence, si des expressions de P|, P^, . . ., V,t-\ on tire —-9 -^^, •• •» 

^"^ 9 on obtiendra des expressions infinies d'ordres finis i, 2, .... n — i res- 
peclivement comme P|, P^, . . ., P„_i eux-mêmes. On devra donc avoir isj, = i , 
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Ennn, de la première équation (i48) on tirera 



►« _ 1 / a'» u p\ a'»-* u 
^n "" u\dx^ X dxf*-^ 



x^n u\dx^ X dx^-^ "' a?"-* dx/^ 

el, en développant le calcul, on verra que Ton a aussi Tn,i= n (•). 
On retrouve ainsi le beau ihéorème de M. Fuclis : 

Les éq nations différentielles linéaires et homogènes, d^ ordre n et à coef- 
ficients uniformes^ dont les intégrales n'ont qu'an nombre Jî ni de points 
singuliers «i, a^y ..., «p, oo, et restent régulières dans les domaines de ces 
points, sont de ta forme 

d'^y _ P p-i(j^) dn-^y Prp-i)(^) d**-^}- >'/i (p-i)( ay) 

'dx^ " *'(x) dx''- » "*" iV(ar)]» ^j/i- « -*-• • •-^- "[Tf^p- ^' 

U^^a?) = (J7 — fli ) (X — ai). . .(iF — rtp), 

r*/ o/V /e5 P(-c) désignent des polynômes en x de degrés marqués par les in- 
dices ou de degrés moindres. 

Cette belle conclusion de l'étude des systèmes réguliers montre que le seul cas 
général possédant un caractère de simplicité est celui du système (i48) qui pro- 
vient de Téquation (i47) diflTérentiellc d'ordre n. 

97. Ecrivons une équation régulière d'ordre n sous la forme 

dx*^ X r/x'*- > ar« "^ 

Les exposants /• des solutions seront déterminés par Téquation 

D(/*)=(r — n-M)(r — n -\- 2). . .r -\- p\{r — /i-f-2)...rH-...-h/>g = o, 

qui est algébrique et de degré n en /\ 

Cette équation s'appelle, soit Véquation fondamentale déterminante, soil 
Véquation caractéristique de l'équation diflerenlielle. 

il est utile de connaître les principales propriétés de cette équation algébrique. 

l)*abord, pour former l'équation D(/') = o, on pourra procéder de la manière 
suivante. On posera y =. x^ dans le premier membre de l'équation différentielle, 
ce qui donnera l'expression 

ar'"-'»[/*(r — i). . .(r — n -4- i) -+- /^i r(r — i). . .(r— /i h- 2) -h. . .H- /?„]. 



(•) Voir la Thèse de M. Floquet. 
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On divisera ce résiillat par ^'", el Ton égalera à zéro le coefficient de la plus basse 
puissance de x. 

Voici d'autres propriétés : 

_. ^,„ ^v,. , , ^^. y >w. w.„.^ j,„. , . ivision el 

changeons ensuite /* en r^- i, nous aurons Téquation caractéristique de 1 équa- 
tion différentielle d'ordre n — i , obtenue en prenant pour inconnue ^^- Il n y a 

(ju'à vérifier l'exactitude du calcul proposé, ce qu'il esX facile de faire'. 

Si l'on pose y = x''»z dans l'équation différentielle, l'équation caractéristique 
de ré({uation en z aura pour racines celles de l'équation caractéristique primitive, 
diminuées de ro. Elle se déduit donc de l'équation D(r) =: o en changeant r en 

Si l'on pose y = ^*{x)Zy ^*(^) étant une fonction holomorphe difTérente de 
zéro pour x = o, l'équation caractéristique de l'équation en z est la même que 
celle de l'équation en y. En effet, on voit sans peine que l'équation en z étant de 
la forme 



fi" z 



(Pi-^\\) 



ffn-l 5 



/?I-H ''« \/j/i-'^ -H... -h (/?«-+- V„)Z = O, 



son équation caractéristique a son premier membre décomposable en deux 
parties, la première provenant de l'expression 

et la seconde de l'expression 

Or, le plus haut exposant de x dans les dénominateurs de la première expres- 
sion étant supérieur au plus grand exposant de x dans la seconde, si Ton multiplie 
par x^"'", ff étant le plus grand de tous les exposants, et si l'on fait ensuite jr = o, 
la seconde expression donnera un résultat nul, et Ton obtiendra, par conséquent, 
le même résultat qu'en opérant sur la première expression seule, c'esl-à-dire sur 
celle qui correspond à l'équation caractéristique de l'équation en y. 

Ces diverses propriétés, rapprochées des théories que Ton a vues dans les Cha- 
pitres précédents, servent de base à la théorie des équations différentielles li- 
néaires et homogènes d'ordre n dans la plupart des Mémoires(*) publiés sur cette 
question. Pour plus de détails, nous renverrons le lecteur à ces Travaux. 



1! 




(M Funiîs, Journal (le Crelle, t. fiO, p. lai <;l Tomes suivants. — Tanneuy, Thèse de Doctorat, — 
Thomé et FRŒBKXIU8, Journal de Crelle, t. CG el suivants. 
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Ajoutons enfin une remarque. Il peut se présenter une circonstance curieuse 

dans le cas des systèmes réguliers. Si, en un point quelconque j: = o, toutes les 

racines de Téquation caractéristique F(/-) = o sont entières, positives et distinctes, 

-' elles ne formeront qu\in seul groupe. Si, en outre, les logarithmes disparaissent 

^-'i dans l'intégration, les solutions n'offriront au point x = o aucune singularilé, et 

^ ce point ne sera pas en réalité un point singulier. 11 ne diflere des autres points 

qu'en ce que le déterminant d'un système fondamental de solutions s'y annule. 

Ces points ont reçu, de M. Weierstrass, le nom de points à apparence sinf^ii- 

itère. 

1)8. Le théorème de M. Fuchs fournit une seconde méthode pour décider si 
un système quelconque est régulier. 
Posons 

el soit donné le système 

(•49) ^^^' = a/1 j'i -h... -!-«/« 7«. 

11 est à peu près évident que ce système sera régulier, si la valeur z satisfait à 
une équation différentielle régulière d'ordre /i, quelles que soient les valeurs 
de X,, . .., X^. Nous allons préciser cette question. 

D'abord z satisfait à une équation différentielle. Car si la variable x fait le tour 
de l'origine, on a, avec les notations du Chapitre IH, 

Zy = Xj Yjy -4- ... -H A/1 Y^y, 

et, entre les anciennes et les nouvelles valeurs yij et Y/y des éléments d'un sys- 
tème fondamental de solutions, existent les relations 

Y/y = Cyt J^i 1 -4- . . . -h Cjnyin » 

de sorte qu'on a 

Zy= Xi(CyiJ^H-h...-|- Cjnyin)-^' • -H" ^/»(Cyi J^/n -+- . . .H- Cy«7„„) 
OU 

Zy= Cyi(X,>',i-h. . . -H Xn>^/n) -+-... -+-Cy«(X,7,«-h.. .-\- \nynn)^ 

OU enfin 

Zy = Cyi Z\-{- . » .-\- Ctjn^ff 

On reconnaît les équations caractéristiques d'une équation différentielle li- 
néaire et homogène d'ordre n. Pour des valeurs choisies de X, l'ordre n'est pas 
nécessairement /i; il faut, pour cela, en plus des conditions précédentes, que les n 
fonctions 3|, , , .y Zn soient linéairement indépendantes. 
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Le coiilraire pcul arriver. En eflel, écrivons la relation 



A j 5 1 — ...-=- A n «/i - - O 



à coel'ficicnts constants. On en conclura, en faisant 



la relation 



<iii 






I< ^'I^'ll -^. • . — ^'nVnl .)-!-•.. — A/,( Ai^>'|«-4-. . . -r- ^-nj^nn) = *> 
' 1^ Al >'i| -♦-. . .-h A/il'i,, ) — . . . — A«^A|^V„| -h. . .-I- Afl^'iij, ) = O. 



Or, les parenthrses renferment les éléments d'une certaine solulîon du système 
différentiel. Oonc, si l'/^quation ^rnérale en z n'est pas if ordre n j il ejciste une 

solution r, , r,„ clt^s équations en r, entre les éléments de laquelle il eacisie 

une relation linéaire à coefficients constants de la /orme 

/ I T, I -J- . . . -4- A /i T, „ = o. 

La réciproque c>i vraie. En effet, on a 



ri, par suite, 



ou 



^/ = Ai^v, -h . . . -+- A„^7,; 



À| ( A, iVii-i-. ..)-+-.. .-+- À/i(Ai,>'ni-4-. ..) = o 



Ai(>.i7ii-*-. ..-h X«^';,,)-f-. ..-h A,|(Xi^r,, , — ...) = o. 



Donc les // fonctions 



Zi — f^ij'ii -+-•..-!- f.ftVni 



ne sont pas linéairement indépendantes. 

Mais si les A restent quelconques, Tordre de l'équation en z est /i. Car, pour 
(|ue l'équation 

^' 1 < A,J', 1 -ï- . . . -+- \ny\n ) -h ... -h X,|( A,^rt, -+-... -h \nynn) = O 

soit satisfaite pour toutes les valeurs de X|, . . . , X/i, il faudrait que ron eût 



Ai^/rt -4- . . . -f- A;,j^i„ = o 



(1 = 1, a, ..., /i). 



ce qui esl impossible, si le svslcme de solution j^/y est fondamental. 
On formera Féquation A^ordre n en z de la manière suivante. 
Posons, en général, 
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et dérivons cette équation. Nous aurons 






x*p y' dx 
— is!^ ^ 

x*P \ " dx 



*' (Af.r. 



-H-J/i 



dx 
dy,i 



) 



ar<P^-i 






^inyn). 



et, en remplaçant —^ par sa valeur tirée des équations proposées, nous ob- 
tiendrons 

d^-^^yi _ I 



iix'^^^ a^(A:-i-l.>p 



Tro(^?i'Vi + ----^A?«V.)> 



équations où Ton a 



A+i 



rfAÎ, 



* 41 



* A 1 



\^ip = T^—LL _A-pa:P-»A?y-+-(AfiA;yH-...-4-A?„Aiy). 



é/j" 



et les fonctions A/y seront holomorphes, à condition que p soit un entier positif, et 
que les fonctions aij de Téquation ( 1 49) qu'on peut écrire A? soient holomorphes. 
On aura alors successivement 



d^z _ . d^^y 



dx'^ 
d^z 






d^yn 
dxf^' 



^*P^ = >^i( A}', ^t -»-... )-hX/i(AJ,j, -+-...), 

d'^z 
^*'Pj^ = (>^lAft-^-...)7l^-...^-(^lAt■«-+-..,)7/l» 



ce que nous écrirons simplement 

dx^ = Pxiri-^---+-P*«r«- 

En faisant Ar = i , 2, . . . , n dans cette équation, nous obtiendrons n équations 
du premier degré en j'^, ... , j^^. Avec Téquation qui définit ^ nous aurons n -h i 
équations entre lesquelles nous pourrons éliminerai, . . ., y„. Le résultat ob- 
tenu est de la forme 



a?np 



J.(/I-l)p 



d^jZ 



P/ii 



* fin 



dx'^-^ 



• /I — 1,1 • • • ■«—!,/» 



X. 



X„ 



= o, 



Fac. de T.— I\. 



/. 



\ 



2fî L. SAUVAGE. 

OU. en développant, fie la forme 

, . rl'^z I A, d"-^z I Art_i dz i A 

' dx'^ X? A f/x'» ' X "-« P A r/x x«P A« 

Si l'on a = 1, tous les rapports -^ devront être holomorphes, car l'ëquatioD 

en z devra <ilre régulière comme le système proposé. 

Pour une valeur quelconque de p, les conditions seront, comme on Fa déjà vu 
directement, compliquées à cause de la présence indispensable des n indéter- 
minées A| ? • • • 7 A/i dans les déterminants A. 

Cependant, si les hypothèses 

^j = '»? J ^ '' ^w 3^ O' 

faites pour toutes les valeurs de / successivement, conduisent à n équations dif- 
férentielles A'ordre n, chacune de ces équations, étant débarrassée d'arbitraires, 
sera d'une façon rapide reconnue régulière ou non, et cet examen suffira évi- 
demment pour formuler une conclusion sur Téquation générale en Zy ou sur le 
système proposé lui-même. 

99. Le procédé qui permet de ramener un système régulier à la forme cano- 
nique consiste à faire une suite mélangée de substitutions des formes 



Xi I J^'^yi 



ou 



J/ 1 -/ -^ ^ W'yKy (y = 1,2, ...,« — I,» H- I, .. ., /t). 

/ 

Réciproquement, si Ton fait, dans un svstème canonique général, une suite de 
substitutions arbitraires des formes précédentes, on formera un système régulier 
quelconque. 

Comme conclusion de ce Chapitre, nous dirons que tout système régulier peut 
être ramené à un système canonique. 
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CHAPITRE VI. 

DES SYSTÈMES A COEFFICIENTS PÉRIODIQUES. 



100. Au moyen des principes exposés au Chapitre précédent, on peut recon- 
naître si les solutions d'un système d'équations linéaires et homogènes sont ré- 
gulières en chaque point. Si, de plus, les racines de l'équation caractéristique 
sont entières, et si les logarithmes disparaissent, les éléments des solutions seront 
uniformes. Nous supposerons dans le Chapitre VI que ces hypothèses soient 
réalisées dans tout le plan, et nous étudierons la classe très intéressante des équa- 
tions différentielles de la forme 

(A) -^ =«/iri-+-----+-^/«r/i' 

oii les coefficients a sont des fonctions uniformes admettant la période o>, et 
dont les solutions sont uniformes. 

Si l'on pose e ^ =t x\ le système A prendra la forme 



(A') ^ X =a'i^y^-^..,^ai^yn- 

Ce système linéaire pourra être étudié comme un système ordinaire, et, en 
rétablissant ensuite la variable indépendante x^ on aura mis en évidence le rôle 
de la période to. 

Mais on peut employer un procédé direct de recherches, comme nous le mon- 
trerons dans ce Chapitre. 

101. Soient yijfj =1,2, . . ., /i), ou fij{x)n solutions distinctes du système 
différentiel (A). Quand la variable x va, par un chemin quelconque, du point x au 
point .r + o), les fonctions uniformes fij{oc) prennent les nouvelles valeurs 
fij{x -^ iù)^ tandis que les coefficients uniformes et périodiques a reprennent 
leurs valeurs primitives. En conséquence, lesy,7(:r -+- to). fonctions toujours dis- 
tinctes, forment un second système fondamental de solutions dont on peut ex- 
primer les éléments en fonctions linéaires, homogènes, à coefficients constants des 
éléments du premier système fondamental //y (^). On aura donc des relations de 
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la forme 



fijix -h w) = Cy, /ii(x) -+-. . .-t- Cjnfin{3P). 



OÙ le déterminant des constantes C est diflérent de zéro. 



102. Les relations (i5i) sont caractéristiques dans le plan des systèmes 
d^ équations linéaires et homogènes, à coefficients périodiques, et dont V inté- 
grale générale est uniforme. 

Soit, en effet, D le déterminant, supposé différent de zéro, de n^ fonctions 
yu {hj = ^j^i^j • • • > ^) d'une variable indépendante x, uniformes dans tout le 
plan et n'ayant que l'infini pour point singulier. 

Supposons que cette variable x décrive un chemin quelconque allant du pointa? 
au point x 4- co. Si les n^ fonctions prennent des valeurs nouvelles liées aux 
anciennes par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants telles 
que les relations (lOi), ces fonctions forment un système fondamental de solu- 
tions d'un système d'équations de la forme (Â) dont les coefficients a sont pé- 
riodiques et n'ont d'autre point singulier que l'infini. 

Nous démontrerons cette proposition en formant un système d'équations tel 
que (A) auquel satisfassent les n^ solutions juj» Nous aurons, en général, les re- 
lations 






(y = I, a, . . -, /i), 



et nous en tirerons 



Datp = 



ru 



ri/» 



dx 



dx 



y m 



• • • • • • • 



y nn 



c'cHt^à-dirc que nous pourrons calculer les coefficients a. 

0:h vmM\w\\\\.% sont exprimés par le rapport de deux déterminants. Le déno-> 
îmnHU'Mv du rapport est toujours D; le numérateur est le résultat obtenu en rem- 
|>l«';2ifit darM IJ Wîs éléments d'une colonne par les dérivées des fonctions //y. Les 
éléiij^rijih d';s deux déterminants prennent des valeurs nouvelles liées aux an^ 
i.'xk^mn^,^ par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la 
forme ^i>i; quand la variable x décrit un chemin quelconque du point x au 
points -i'O;. l^s constantes sont les mêmes pour les éléments homologues des 
deux déhMininants qui forment le rapport. Les deux termes du rapport sont donc 
niulti]>liés pur le mhun déterminant des constantes. Donc le rapport ne change 
pas, el, par buiu:, les coefficients a sont des fonctions périodiques. 
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Les coefficients a, n'ayant évidemment pas d'autres points singuliers que ceux 
des fonctions ^ly elles-mêmes, n'ont d'autre point singulier que l'infini. 

Enfin, le déterminant D n'étant pas identiquement nul, les fonctions yij 
forment un système fondamental de solutions du système d'équations (A). 

103. Considérons maintenant deux systèmes fondamentaux de solutions du 
système d'équations (A). Nous représenterons leurs valeurs par j^/y et r^iy, et leurs 
nouvelles valeurs par Y/y et H/y quand la variable x a passé du point x au point 
X -f- w. Les déterminants L et A des constantes qui entrent dans les relations 

\ (£,y =1,2, ...,/0 

seront différents de zéro. 

Si l'on exprime les éléments r\ij en fonction des éléments j^/y, on aura les rela- 
tions à coefficients constants 

^j*7= Cyi^ii -f-. . .-4- Cjn^in^ 
H/y = Cyi Y|| -I- . . . -h Cjn Y|«, 

d'où, en développant les deux expressions de H/y, 

H/y = ( Cyi lu -+-...-+- Cjn //Il )yii -4- ... -I- { Cyi /i„ H- . . . -h Cjn lnn)yin', 
H/y= (XyiCiiH-. . .-H ^y/iCm )j^/| -h . . . H- (XyiCi„-+-. . .-h 'kjn^nn)yini 

on aura 

on e/i conclut (n'' 58) que les diviseurs élémentaires du déterminant 



R(e) = 



«l/i . • . trtn — 2 



ne dépendent pas du choix du système fondamental de solutions qui sert à 
former ce déterminant, 

lO'i. Posons, en général 

Y/y = Ijxyu -+-... 4- Ijnyinj 

les coefficients / étant indépendants de l'indice i. Nous venons de voir que le 
déterminant R(e) conserve les mêmes diviseurs élémentaires quand on change le 
système fondamental de solutions. On a vu, d'autre part (Chap. II, n** 53), qu'on 
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peut former a priori un déterminant ayant les mêmes diviseurs élémentaires que 
le jirrcédent. Ce déterminant R'(£) est 



R'(0 = 



1 '«r| «r ••• • ••••• 

• ••••• ••• • ••••• 

• ••••• ••• 1 &| *^ 








1 Bj *— ^ w ••• • ••••• 

• ••••• ••• • ••••• 

• ••••• ••• I 5 j ^^" & 






• • • 






1 



Il résulte de là (|u^on peut faire une double substitution de la forme 



Ytj = Cyi^i, H- ... -h Cjny'in^ 



J"/i Y/1 ■+■ . 


• • •+■ ^in ^in 


^/iY'm--. 


-u T-' Y'- 


J^fOn -4- . 


. . -t- XinXin 


^'ii/ii-^' 


• • ■+" '^inj' in 



qui ramène à la fois la forme 

à la forme 
et la forme 
à la forme 



les y' et les Y' étant les anciennes et les nouvelles valeurs d'éléments qui corres- 
pondent au déterminant R'(£). 

Or, si l'on considère la forme de ce déterminant par rapport aux coefficieDls 
qu'on appelait / d'une manière générale, on voit qu'on a les relations impor- 
tantes 

Y/i = sira, 






\'tj, = ^lyuji-^y'iji-x » 
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On lire de là le théorème suivant : 

Soient (ei — e)^t, ..., (sp — s)^? les diviseurs élémentaires du déterminant 
R(£), et il importe peu que les binômes £i — e, ..., £p — e soient distincts 
ou non^ on peut trouver un système fondamental de solutions dont les élé- 
ments se groupent diaprés les relations 

Y/j= thyn -H 7/1, 



{th — ^Y^ étant V un quelconque des p diviseurs élémentaires de H (s). 

105. On peut arriver aux relations précédentes en partant d'un système fon- 
damental quelconque de solutions, et en substituant à ses éléments d'autres élé- 
ments qui leur soient liés par des relations linéaires et homogènes indépendantes 
et à coefficients constants convenablement choisis. 

Le choix de ces coefficients est déterminé par des procédés identiques à ceux 
qu'on a exposés au Chapitre III (n®* 68 el suivants) dans une question absolu- 
ment analogue. 

106. Posons 

f{x) — Tax{x) -If xJ3i{x) -H . . .-ha?'»-* m,n{x), 

les fonctions rs satisfaisant aux relations 

n = 2TÏT, 

lorsque dans ces fonctions x varie Ae x k x -{- iù. On dit dans ces conditions que 
chaque fonction uniforme ts[x) esi périodique de seconde espèce à la période w 
et au multiplicateur e. Si e = i, on dit simplement que xa^x) est périodique. 
On peut dire aussi que ts{x) est périodique de première espèce. 
Toute fonction uniforme satisfaisant à la relation 

n = ew, ou rs(x -\- im) =■ txa{x), 

peut être représentée par l'expression 

XJS{X) = €'''p(x)^ 

OÙ l'on a e = e''^^ et où p{x) est une fonction périodique de première espèce. 
En effet, le produit e'~'''^m{x) est périodique de première espèce. 
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107. Pour chaque groupe de solutions satisfaisant aux relations 

Y|j= e^/î -4-7/1, 



on pourra poser 



(l52) 



y 



Y/m = tyim-^yi^m-Xj 

7^/«-I= £A//(t), 

• j 

|7l,/«-A= l^ ^kfi(T)y 
î 

jK/1 = 6'"-t Am-1 //(T), 

absolument comme dans les n°* 80 et 81 du Chapitre IV, les différences A étant 
prises par rapport à Taccroissement 10 de x. Vérifions, en effet, que ces formules 
sont vraies. Nous aurons 

= ^ym-k -^ y m- k -\' 

Mais, dans le calcul de A/(j?), il faut bien remarquer que Ton a 

de sorte que Ton a 

f{x ->r- (o) = «'*<«> e'*'[/?i (07 H- to)-+- (ar -4- to)/>j(j' -f- u>) -4-. . .] 

ou 

/(x -+- 10) = Êfini(x) -f- ( J* -+- (u) 77Tj( jr) 4-. . .], 

et, par suite, dans le calcul des A successifs de f{x)^ il faut changer x en x -{- iù 
seulement en dehors des coefficients w(^), ces coefficients étant considérés 
comme des constantes, et ensuite multiplier par e à chaque nouvel accroisse- 
ment A. 

On peut encore dire que chaque groupe de solutions peut être représenté par 
des expressions de la forme 



— firxt^X 



(,53. ,r.,'«-l = ^'"' [?;,„,-, + ^??.m-,]. 

i ' ï 
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les fonctions c5 des seconds membres étant périodiques de première espèce, et 
liées entre elles par des relations qu'on déduit facilement des équations (iSa). 

108. On peut considérer les équations 

(A) -j^ =aixyx'^.,.^ainyn 

à coefficients constants comme des équations à coefficients périodiques, de pé- 
riode arbitraire co. Considérons le groupe précédent de solutions, r y est arbitraire 
avec oj. Mais, si l'on se donne to, r est déterminé par la relation e = e'"^. On re- 
trouve le résultat bien connu, c'est-à-dire que les racines s de Y équation fonda- 
mentale sont liées aux racines r de Véquation caractéristique par la relation 
£ = C<?'', G étant une constante. De plus, on trouve que les formes sont celles qui 
conviennent aux éléments des solutions du système (A). 

109. Considérons maintenant un système d'équations 

dont les coefficients a sont doublement périodiques, et dont l'intégrale générale 
est uniforme, avec le seul point ^=00 pour point singulier. 
Nous poserons, d'une manière générale, 

les fonctions 7ît(j?) étant périodiques de seconde espèce, à la période co et au même 
multiplicateur £, et 

les fonctions xn' étant périodiques de seconde espèce, à la période co', et au même 
ipultiplicateur e'. 

D'après les formules (iSa) du n° 107, le système (A) admet un système fonda- 
mental de solutions dont chaque groupe est de la forme 

yi,m = Po,i{a?), 

(l54) ( 

I .••«•• •••» 

Ce groupe appartient à un multiplicateur e, racine d'une équation fondamentale 

R(£) = 0. 

Fac. de T. — IX. 5 
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D'ailleurs, d'aprcs les théories générales du Chapitre IV, toute solution appar- 
tenant au même multiplicateur est une combinaison linéaire d^éléments caracté- 
risés par les relations (i54). Observons cependant qu'il peut y avoir plus d'un 
groupe de relations de cette nature. 

En d'autres termes, soit K(e) = o l'équation fondamentale aux multiplicateurs; 
^1? ^2? . . . , £(x les racines distinctes de cette équation. Â l'une de ces racines ca 
d'ordre de multiplicité jx^ correspondront un ou plusieurs groupes de relations de 
la forme 

de manière que, v;t étant le nombre de ces groupes, le nombre total des relations 
soit [jla. Toute solution appartenant au seul multiplicateur 6* est une combi- 
naison linéaire des (jl^ solutions précédentes. 

Ce théorème résulte de considérations identiques à celles qui terminent le 
Chapitre IV. 

Mais on peut le démontrer directement sous l'énoncé suivant : 

SUl existe une relation identique de la forme 

(i55) Cl A/,-h. . .H- C(jtA/(i.= o 

entre des solutions formant V ensemble A/, appartenant au multiplicateur £|, 
des solutions formant rensemble A/o appartenant au multiplicateur ej, .... 
des solutions formant rensemble \i^ appartenant au multiplicateur c^; les(^ 
étant d^ ailleurs des constantes, on a séparément 

A/1 — o, A/j = o, • • • 1 A|M = o. 



En elFet, donnons à x les valeurs successives x -j- (•>, x 4- 2co, . . • , o: -h jjl — i co, 
et désignons par FJ;, FJ^j, . . . , FJjf les coefficients des plus hautes puissances de jr 
dans les groupements A,,, . . ., A/j^, nous aurons 

Cl A|i (J7 -4- A(a ) -r-. . .-r- Cjj|,A;m (j!^ -+- ).W ) = O ( X = O, I , îi, . . . , [X — I ). 

Si l'on élimine les C entre ces [x équations et si l'on ordonne l'équation ob- 
tenue par rapport à x, on aura 

( 1 5()) F/, - - X Va -r- . . . — x^. Ffjj^ = o, 

où les fonctions F sont périodiques de seconde espèce au multiplicateur C| e^ ..•€«. 
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Gela résulte de la forme même de cette équation quand on l'écrit 



A/i(^) 
A/1 (a? -4- (o) 

Xii\x -h |x — I u>) 



Aiu.(:r) 



Xi^{x 



— I w) 



= (). 



De plus, la relation (i56), dont le premier membre est considéré comme un 
polynôme en Xy doit être identique, sans quoi l'équation algébrique de degré r, 
en X aurait une infinité de racines. En effet, cette équation pourrait aussi s'écrire 

(si Sj . .. e|ji)^[F/,-4-(j- -h Xu))F/j-f-. ..-4-(j--h Xa))^iFjfj^] = o, 

quelle que soit la valeur de X. 11 faut donc que le coefficient FJ}^ soit nul en parti- 
culier. Or, ce coefficient est 



F?.(x) = 



1 


1 


s, 


. £j. 


eî .. 


• ^J 


• • • • 


• • • 







1 II I /J . . . l |M , 



c'est-à-dire que Fj}j^(^) est un produit de facteurs dont aucun n'est nul par hypo- 
thèse. 

Donc, la relation (i55) ne peut exister que si l'on a C« = o, . . ., C^= o, ou 
encore, la relation ne peut résulter que des relations séparées 



A/1 = o, 



A|fi.= o. 



110. Le théorème précédent se traduit d'une manière remarquable par un 
rapprochement entre deux déterminants R(e), R(e')- 

Considérons, en effet, les groupes des solutions qui correspondent à la pé- 
riode 10 et au multiplicateur s* comme formant un groupe unique; appelons G ce 
groupe. Le nombre des solutions contenues dans G est (a^, c'est-à-dire le degré 
de multiplicité de la racine e^ dans l'équation R(e) = o. 

Toute solution qui admet le seul multiplicateur e^ se tire d'ailleurs de G par 
des combinaisons linéaires. 

Cela posé, soit 'fij(^) wne solution quelconque contenue dans G, cp/y [x -\- o)') 
sera aussi une solution puisque les coefficients du système différentiel proposé (A) 
admettent aussi la période w'. On devra donc avoir 



?/y ( J^ -h oj' ) = L/t <fi t -H . . . -f- I^/jii ?i{x* 



(y = I, ^, , . ., (xa). 
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Ces relations étant absolument les mêmes que les relations (i5i) du n** 101, on 
en déduit immédiatement les mêmes conséquences, à savoir celles du n** 104. 

On peut diviser les relations «p/y en groupes correspondant aux diviseurs 
élémentaires du déterminant 



R(£') = 



Lji — £ ... Và\ 



lA* 



Ljxfci . . . L^iipLk — s' 



de manière que, si (e^— e)^'^ est un diviseur élémentaire de R(e'), on ait un 
groupe de solutions linéairement indépendantes qui satisfassent aux relations 

Nous retiendrons de ce théorème qu'ÀJ toute racine distincte de V équation 
R(£) = o correspond au moins une solution satisfaisant à V équation Yi = t'j^ij 
c' étant une racine de R(£') = o, et nécessairement aussi une racine de R| (e')=o, 
c'est-à-dire de V équation fondamentale relative à la période w'. 

En conséquence, puisque à toute racine e correspond au moins une racine e! et 
réciproquement, il faut que les deux équations R(£) = o, R| (e') = o admet- 
tent le même nombre de racines distinctes et ces racines correspondent au 
nombre de groupements incompatibles entre eux qu^on peut faire avec les solu- 
tions, comme on l'a expliqué au numéro précédent. 

111. Maintenant que les déterminants R(£), R(£') ne se décomposent pas en 
diviseurs élémentaires parallèles, le fait est possible^ comme l'a prouvé M. Floquet 
\^Sur les équations linéaires à coefficients doublement périodiques {Annales 
de l'École Normale supérieure, n° 29; i884)]. Il existe cependant des rapports 
entre les deux décompositions en diviseurs élémentaires et la nature des solutions. 
F^ar exemple, si Tun des déterminants R(£) n'a que des diviseurs élémentaires 
simples, il en est de même de R(e') et le sj^stcme proposé a tous les éléments de 
ses solutions de forme doublement périodique de seconde espèce (Floquet, 
loc. cit.j n° 6). Sans insister sur ces considérations, malgré l'intérêt qu^elles pré- 
sentent, nous signalerons les beaux résultats donnés dans un cas particulier par 
M. PicsLvd (Journal de Crelle, i88i). 

Considérons les trois équations 

-j- = — A p — B (V , 
(i58) { ~ = Au-~Cw 

■ -j- — — B«-r- G 

\ dx 
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Remarquons en passant que ce système jouit de la singulière propriété de 
coïncider avec le système obtenu en changeant les signes de A, B, C et en permu- 
tant les coefficients symétriques par rapport à la diagonale principale du détermi- 
nant 

o —A B 

A o -C 
— B G o 

Nous reviendrons d'ailleurs sur ce point, et d'une manière plus générale, dans 
le Chapitre VII. 

Nous supposerons que A, B, C sont des fonctions doublement périodiques 
ordinaires de x aux périodes 2 A* et lik . 

Admettons que les éléments du système (i58) soient des fonctions uniformes 
dans tout le plan, comme les coefficients des équations proposées. 

(a). Soient 

( WS» ^^^ «^3 

trois solutions distinctes. On aura identiquement 

(160) W,;i W/I-+- VtnVn-^ i^m»^n= C„in, (m, /i = | , 2, 3), 

à cause des équations (i58) satisfaites par deux solutions quelconques, même 
confondues pour /ii = n. Il y a six relations de la forme (160). 

Nous imaginons que chacune des solutions correspond à un multiplicateurs,,^ 
pour la période 2k et k un multiplicateur t'„^ pour la période 2«/r', m prenant 
les valeurs successives i, 2, 3. 

i^ Supposons que les constantes Cn, C32) C33 ne soient pas nulles toutes les 
trois, et soit C| 1 ^ o .Alors la fonction wf -h v^^ -h iv^^ admettant les multiplicateurs 
E, et s^ et n'étant pas nulle, on devra avoirs^ = e^^ = i, puisque le changement 
de o: en o: 4- ^/c et en x -\- ^ik' ne peut altérer Cn. Donc le système (i 58) admet 
au moins une solution doublement périodique. 

2° Si l'on a C,| = C22 = C33 = o, les trois autres constantes ne peuvent être 
nulles à la fois. Car, si les six constantes étaient nulles, on tirerait des équations 
(160), pour une solution quelconque U, V, W, 

ce qui est impossible puisque, pour une valeur donnée de x, on peut imaginer 
arbitrairement les valeurs de U, V, W. 
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Soit alors Ci2<o. La fonction 

admettra les multiplicateurs SiSj et e'^ e^' ^^ aura une valeur constante dîflerenle 
de z($ro. On aura donc 

e,£j = £',£; = I. 

Mais le déterminant rormé par le lableau (iSp), a pour valeur 

Ce^o''*^^ = une constante. 
D^ailleurs, il admet les multiplicateurs eiS^s» et e', e'^e',. On a donc aussi 

Il résulte de ce qui précède que Ton a 

£j = îj — I , 

c'est-à-dire que le système (i 58) admet encore au moins une solution double- 
ment périodique . 

(P). Nous rappelons que nous appelons fonction périodique de seconde 
espèce toute fonction qui admet les deux multiplicateurs e et t' dont l\in au 
moins diffère de Tunilé, et nous avons supposé, dans le cas (a), que le système 
(i58) admettait trois solutions de cette nature. Nous en avons conclu Texis- 
tence d'une solution doublement périodique au sens ordinaire du mot. 

Nous supposerons maintenant que le système (i 58) n'admet que deux solutions 
'^i)^i)<^^ et ^/3,r3,(^3 doublement périodiques de seconde espèce, et nous imagi- 
nerons une troisième solution u^^ Ts, iv^ distincte des premières. Nous avons vu 
dans la théorie générale qu'on peut choisir cette solution de sorte que l'on ait 

Uiix -^ •>./<) -^ £|//j -^ <nt\, 

W^{X -^ 2 A) — Il il'i-h (tH'ij 

a étant une constante; on aura aussi et en même temps 

Ui(x-^ lik') — i\ i/s -H fjUi. 

M'iix -H '>.ik' ) — t\ irj-r- 6a' 1. 

Si l'une des constantes Cm ou Cgs^ par exemple Cn n'est pas nulle, on a vu qu'il 
existe une solution doublement périodique. 

Le seul cas à discuter est celui où Ton a Cn ^^ C33 = o. Si Cu n'est pas nul, 



SYSTÈMES d'équations DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. 3g 

on aura t\ = z^= i, car rcxpression «/| W2 H- i'i i^a 4- «v, (Vj se transforme, par 
le changement de ^ en ^4- a A*, en t^^{u^ Ua-h ^'i ^'2-4- <v, u'a). On aura donc £^= i 
et de même e',*- = 1. Donc il existe une solution doublement périodique. 

Si Ch, C33, Cl 2 sont nulles à la fois, soit Coa^o. L'expression ul -h i;; -h w'i 
devient, en changeant x en x + 2 A", t'^{lll + i'J -h ivl), d'où l'on tire encore les 
mêmes conclusions que dans les cas précédents. 

Si Ch, C33, C22, C12 sont nulles à la fois, soit C13 ^o, on aura Si £3=15 et, si 
enfin C| 3 = o, on aura encore la relation Si £3 = i , car on a 

WjMj-f- t'ji'a-h tVjtV3= G,3, 

el nécessairement C23^o, comme on l'a vu plus haut. 

Mais le tableau (iSg) est un déterminant constant qui donne les relations 

g} £3=1 et £',Î6'3 = Ï, 

quand on change x en x -i- 2 A" ou en :r -h 2 /A'. Donc, à cause de l'une des relations 

ÊÎ = I, Ê3=I ou £lEî=l, 

et de celles qu'on vient d'écrire, l'un des multiplicateurs £, ou £3 sera égal à 1, 
l'autre £' étant égal à dz i . Dans le cas rfe £'= — i, on considérera la période 
4 /A'. Donc, il j a une solution doublement périodique comme dans les cas pré- 
cédents. 

(y). Supposons enfin qu'il n'y ait qu'une solution Ui^tW^ doublement pério- 
dique de seconde espèce, deux autres solutions pouvant être choisies de manière 
à satisfaire aux relations 

Ui(x -+- 2k) = 6, M, -h awi, 
Vi{x -\-2A') = Ei^'j-f-aPi, 
wi(a? ■+■ ik) = El cvj-f- aiV|, 
W3 ( a? -f- 2 A: ) = El 1/3 H- 6 Wj -i- cui, 

1^3(^7 H- 2k) = E|P8 H- bVi -f- Ci>i, 

Wi{x -h 'lA) = El W3-h bwi-h ccr,. 

On verfa, au moyen des équations (160), que l'on a toujours e^ = i. D'ailleurs 
le déterminant (i48), qui est constant, permet de poser £j = i : on aura donc 
£i = I . De même, t\ = i . Il y a donc encore dans le cas (y) une solution double- 
ment périodique. 

112. Pour déterminer les formes analytiques des éléments des solutions satis- 
faisant à la fois aux conditions (i54) du n° 109 et aux conditions (157) du n** 110, 
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nous rappellerons d'abord quelques propositions de la théorie des fonctions 
elliptiques. 

On démontre Texistence d'une fonction satisfaisant aux relations 

O(jr-Mo) =0(:r), 

0(a'-+-(o')= 0{x)e **» 



{J' + O 



De ces relations on déduit, en prenant les dérivées logarithmiques, 

Q'(a:-4-a)) _ d'jx) 
6(37-4-0)) ~ 0(a?) ' 

6(ar-f- oj') ~" Ô(ar) ^tô ' 

0'(;c) 
de sorte que, si Ton pose 7j(x) = >. A on a les relations 

Z(J^ -4- w) = Z(x). 
Z(a?-ha)') =iZ{x) -^ q, 

wq = — 'ii: s/ — I . 

Au moyen de la fonction Z(j:') construisons les fonctions 

</(a7)= ^ Z{x) Cl a(x) = - ^ Z(ar)— X^ 

Nous aurons les relations 

«/(a:-H w) = w(j:), a'(jr -f- o)) = M'(jr) — CD, 

M(ar -h to') = «(J?) — w', ^^'(ar-+- w') = «'(r) 

et 



M -h m'-+- X = O. 



Nous allons montrer qu'on peut exprimer les éléments des solutions des systèmes 
à coefficients périodiques et à intégrales uniformes au moyen de ces fonctions 

//(x) et u'{x). 

113. Considérons l'expression 

l*//i(^) = GJo(x)-h...-+-:r'"nj,„(r), 

de multiplicateur e par rapport à la période lo, et admettant lo' comme seconde 
période avec le multiplicateur e'; nous aurons 

P(t-4-w')= e'PCj-), 
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c'esl-à-dire 

Identifions les deux membres par rapport aux diverses puissances de x^ nous 
aurons les m + i équations 

/ i\ m'-k-\-\ , , ,^ 

TBm-k{^-^^ )H CD tïJ;„_;fcH-i(^-t- w ) 

(m — A:-»-f)(m — A:-4-2)...(m — i)m ,^_ , 

-T- ^ j- (X) ^WfnyX -+- co ) 

I • 2 • • • A 

= e'TîT;„_A(a7) (A: = o, 1,2, .. ., /«). 

Ces équations donnent 

Wm(a?-t-c»>')= e'cT,„(a7), 



I • 2 • • • A 

m — A: -f- 1 , , , . , , . 



T!Jo(^ -+- cd') = ( — i)"»e'a)'"»nT,;t(a7) -F. . .-+- e'mo(;r). 

De ces relations, nous déduisons les conséquences suivantes. 

Soit posé 

w„i(a7) = TïToo(a:')) 

on a 

W/w-i(^ -+- eu') Tïr;,t_,(a7) , 

; j^ = ; mU) , 

m,n(X'JrOi) TS„t(x) 

Par suite, la fonction 

„ .^x mu{x) 

XS,n{X) 

est uniforme et périodique aux deux périodes lo et w'. 

Soit y 4 (^) celte fonction doublement périodique. 

Posons 

yj(x)TS5,n{x) = mio{x). 
Nous pourrons écrire 

Fac. de T. — IX. G 
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Nous allons montrer que Ton peut poser, en général, 

/ r V ; (m — A- -I- 2)(m — A--f-l) / X ,/ V 

m (m — i).. (m — k -h i) , . ,, . 

I • ^ • • • A 

Admettons que la loi soit vraie pour l'indice k — i, nous pourrons toujours 
écrire la relation (162) où TSko{x) est une fonction à déterminer. 

Cette fonction mko{x) sera nécessairement uniforme, périodique de seconde 
espèce avec la période 10 et le multiplicateurs; nous allons voir qu'elle admet 
encore comme les autres fonctions xbjq la période 10' avec le multiplicateur e'. En 
clTet, on a 

w,„_ji.(a? -+- 0)') = nTjto(^-+- w')-t-e' w^.i,o(^)[w(^) — w'] -h... 

-H e' T mof,{x){u{x) - 0)']^ 

I • 2 • • «A 

D'ailleurs, Tune des relations (i5o) donne 

/ f\ / xt'w(/n — i)...(m — Ar-hi) , ,. , ^ 

I • 2 • • • A 

-i-e t!T^o(a7)H j mjt-,,o(a?)a(ar)-h... • 

En égalant ces deux valeurs de rsm-ki^ "^ ^')> ^° ^ 

ro^o(^ -f- a>') = 6'nTjto(a?), 
ce qui démontre la proposition qu'on avait en vue. 
114. On déduit de ce qui précède que l'on a 

Pm(^) = rno(x) -f-. . .-+- a7'«nT,n(a:) 

= [ro/no(^) -t- XTSm-t^o{x)-{',. .-f- a?"»Woo(^) 

H — [wm-i,o(ar) -*- 2a:nT;„_,,o(^)H-. . .-H mar'w-»nToo(^)] 

-+- ' 

[uix)]"* 
■^ 7"^; ^/n(m — i)...a.imoo(a:). 

I • X . • . r/C 

Chacune de ces parenthèses est une dérivée de la première d'entre elles, lors- 
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qu^on y considère les fonctions xnjo comme des constantes. On peut écrire, avec 
celte convention, 

Remplaçons ^ par :r 4- M (:r) en dehors des iïyyo(-2?) dans n(:r), nous aurons pré- 
cisément l'expression Vm(^) que nous venons d'écrire. 
Mais X 4- u{x) = — u'{x). On a donc 

Pm(a:)==TïT;no(a?) — ro,rt_i,o(ar)a'(a?) + m;„_j,o(^)[w'(ir )]«-+-... H- (--i)'''Tnoo(ar)a''''(^), 
ce que l'on peut écrire 

en posant 

et en particulier 

TZmiiT) =(— i)'"TïJoo(ar) = (— i)'«iiJm(ir). 

Donc, quand la formel m admet le multiplicateur t* pour une seconde pé- 
riode w', on peut poser 

(i63) ?;„ = 110(3?) -4-...-4-ir;„(a?)w''«(a7), 

/e5 fonctions "^{x) étant doublement périodiques de seconde espèce et aux 
multiplicateurs e, e' avec les périodes to, w'. Ze^ deux formes de Vm sont tou- 
jours du même degré en x et u'{x). Car les coefficients ts„,(x) et 7t,;,(^) des 
termes du plus haut degré sont égaux au signe près. 

Hd. De même, l'expression P)„ au multiplicateur e' avec la période co', admet- 
tant (0 comme période de seconde espèce au multiplicateur e, peut se mettre 
sous la forme 

(i60 P;„ = < {x) -4- < (a?) a(a7) -i-. . .-H Tr;„,(a:) a'«'(a7), 

les fonctions t! étant périodiques doubles de seconde espèce. 

116. Si une fonction F(a:) peut se mettre sous les deux formes V„i{x) et 
P'o(^)» on peut lui donner la forme (i63). De même, si elle admet les deux 
formes Po(^) et V„^,{x)^ on peut lui donner la forme (164). ^ 

Cet énoncé est le résumé des numéros précédents. 

H7. Cherchons maintenant l'expression d'une fonction F(;r) capable des deux 
formes Vm{x) et V^,{x) où aucun des deux nombres m ou m' n'est nul. 
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Supposons que Ton puisse ramener la forme 

à ia forme 

Pm'(a?) = w;(ar)-4-..-.-+-a?'»'w;n'(x). 

Il faudra que Ton ait identiquement 

et par suite, en changeant x successivement en j? + w, a: 4- 20), . . . , on aura les 
relations 

, eroo(a7)-t-...-4-(ar-4-(o)'»£Cj;„(a:) = P;;i,(a: -+-(!)), 

\ e'»iiTo(^) -H. . .-+- (07 -4- /nu))'»Ê'WïïT;n(a7) = P';„,(a7-+- mw) 
suffisantes pour déterminer cjo(^), . . ., mm{x)' On aura 

et il est facile de calculer les déterminants A. 

Dans le dénominateur commun A, on peut mettre en facteur 

m(m-4- I) 
£l-+-î-»-...-4-/n =:r g 1 

et l'autre facteur devient le produit des différences mutuelles des m -f-i quantités 
a:, a: -h (0, . . . , j? 4- 771 (i), c'est-à-dire est égal à 

m(m-4-l) 
tu * . i'w.2'"-*.. .(m — i)*/n*. 

On a donc 

A = (ew) « .i'».2'»-i...(m — i)*/n*. 

Quand à l'un quelconque Ay des autres déterminants, on l'obtient en suppri- 

mant la (y 4- i)**^°*® ligne et (A* -h i)»^"® colonne. On peut donc mettre e * 
en facteur et l'on a un second facteur qui est le produit des différences mutuelles 
des m quantités x-^-Xio (où X = o, i, 2, . . . ,y — 1)7 4- '> • • «7 /^O^^^^'P'*^ P^*^ 
la somme Sj^m-k de leurs produits m — k k m — k. On a donc, après un calcul 
facile, 

mlm-i-l) m(m — 1 ) 
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d'où l'on tire 

A (ea))"*i .2. . .m 

OÙ C4 est le nombre des combinaisons de m objets y ày. 
Par suite, on a 

■^ 

— — — 

-f- (—!)'« C;S S;„,;„_A ?';„,( J7 -^ 771(0) 

(A: = o, I, 2, . . ., w). 
Si l'on pose d'une manière générale 

f{x -+- mxn) — C2{-i e /(a? -+- m— ito) ^-. . . -4- (— ^/ne"» /(a?) = oL?' > (^), 
on aura, en particulier, 

W»i(^) = : : û«i P,,.»(wP). 

'"^ ^ (ea>)"»i.2.../?i "* ^ ^ 

On voit, par conséquent, que xsk{x) est une fonction linéaire homogène des 
quantités P^,(j?), ..., P'^;(a7 4-m(o), dont les coefficients sont des polynômes en^ 
tous de degré m — k. Or, ces quantités P' sont des expressions de même forme 
que P^,(^), de même multiplicateur e' et de même degré m'. Donc T3k{x) est 
une expression de la forme P'^,(:r) de même multiplicateur s' et d'un degré égal 
ou inférieur à m'-+- m — A*. 

Faisant successivement Ar = m, m — i, ..., i, o, on aura pour mfn{x)^ 
^m-\{x)^ . . ., xa^{x)j Wo(^) des expressions de la forme P'„,,(:r) du même mul- 
tiplicateur e', mais de degrés respectivement égaux ou inférieurs à m', m'-hi, 
m! -^ m — I, m'-^-m. Les coefficients des termes du plus haut degré sont dans 
ces expressions 



( eio )"» 1 . 2 . . . //i 
ri 



(i66) { (ea>)'»i.2...w 



( iV^C"* 

r r Owt BJ/m/ ( a? ), 

(ÊW)'Wl.2.../n "* ^ '' 



et ne diffèrent mutuellement que par des facteurs constants. 

DonCy si les deux formes Pm(^) et P'^;(a:) représentent une même fonction^ 
chaque coefficient de l'une admet la forme de l'autre ainsi que son multiplica- 
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leur, mais avec un degré égal ou inférieur à la différence entre m -h m' et l'expo- 
sant de la puissance de x qui multiplie ce coefGcient. 

Pour /?i'= o, on voit que fs„i{x) est du degré zéro, c'est-à-dire, ce qu'on a 
déjà vu, que si Pm(^) admet la période w' au multiplicateur e', le coefficient 
Tîj,„(x)de la plus haute puissance de x est doublement périodique de seconde 
espèce comme Pm(^) lui-même. 

118. Soit maintenant F(^) capable des deux formes P/i,(^)» ^'m'{^)s ^' ^^^^ 
que les coefficients ^j{x) de Pm(^) soient de la forme V„^,{x) avec des degrés 
respectivement égaux, en général, à m', m'-t- i, m'-i-m. On aura donc 

nfm-k(^) = cj';to(^)-*-- • --^ ^''*''^* wi,w+*(^) (A: = o, i, 2, . . . , m), 

les fonctions nr' à deux indices étant entièrement analogues aux fonctions nr' à un 
seul indice dans V'^,(x), Remarquons que l'on a, d'après la formule (166), 






Mais le second membre de l'équation (166) admet comme le premier membre 
la période co et le multiplicateur e. On a donc 

cj.„_A-(a7) = Di-o (x) -h Dii (x) u(x) -4-. . .-+- n'f,^m,+^(x) ^«'-^^(^r), 

où les fonctions II' sont doublement périodiques de seconde espèce aux multipli- 
cateurs s et e'. 

Rappelons en même temps que l'on a 

La fonction considérée F(x), qui est égale à Pw(^), s'exprime de la manière 
suivante 

en désignant par U^-a wn polynôme en u(x)de degré m'-\-ky dont les coeffi- 
cients sont doublement périodiques de seconde espèce aux multiplicateurs e et e'. 

119. Si l'on dirige le calcul de manière que l'expression f^,(x) soit suscep- 
tible de la forme Pm(^) on obtiendra pour F(:r) l'expression 

oii U',„^y^ désigne un polynôme en u'{x) de degré /n-j-A", dont les coefficients sont 
doublement périodiques de seconde espèce aux multiplicateurs e, e'. 

Nous nous proposons de mettre F(j7) sous une forme finale qui renferme à la 
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fois les deux formes Pto(^) et P'^,{x). Mais nous aurons besoin de quelques 
théorèmes préliminaires. 

420. Si le polynôme en u{x) 

dont les coefficients ^' admettent la période to' au multiplicateur e', est nul 
identiquement, tous ses coefficients sont identiquement nuls. 

On a, en eflet, 

^'^{x -\- kiù*) H- 4^1 {x 4- Ario') u{x -H A: Cl)') 4-. . .-f- ^*^{x h- km') u9(x -h Arw') = o, 

ce qui s'écrit, en divisant par e* et quel que soit l'entier A", 

Yq(x) -+- y{x)[u(x) — k(x}'] -h. . .-+- ^'^[u(x) — A:(d']P= o. 

Le polynôme en z 

a donc infinité de racines et, par suite, les coefficients à' sont identiquement 
nuls. 

De même : 

Si le polynôme en u^{x) 

dont les coefficients admettent la période co a^^ec le multiplicateur e, est 
identiquement nul, tous ses coefficients sont identiquement nuls. 

De ces deux théorèmes, on déduit que : 

Si un polynôme aux variables u{x)etu'{x)^ dont les coefficients admettent 
les périodes (o et tù' et les multiplicateurs e et e', est identiquement nul, tous 
ses coefficients sont identiquement nuls. 

En effet, ordonnons-le par rapport à u{x). [-.es coefficients de u{x) sont de 
la forme <J^', donc ils sont séparément nuls. Mais ce sont des polynômes en u'{x) 
dont les coefficients sont de la forme "^{x). Donc les divers coefficients de ces 
polynômes sont identiquement nuls. 

Comme corollaire : 

Si deux polynômes aux deux variables u{x), u' (x) dont les coefficients 



/ 
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admettent les périodes w et w' avec les multiplicateurs t et t' sont identiques, 
tous leurs coejficients sont identiques chacun à chacun. 

121. Nous avons trouvé 

En dehors des U remplaçons x par — [i/(j:)-i- w'(x), ce qui est possible, 
puisque Ton a par définition 

u -+- a'-h a: = o. 
Nous aurons 

(^est un polynôme aux deux variables u(^x^ et i/'(x)à coefficients doublement 
périodiques de seconde espèce, de degré m en u'(x). Je dis qu'il est de degré m' 
par rapport à u(x). 

En eflfet, on a aussi 

et cette expression doit être identique à la précédente. D'après les théorèmes 
du n** 120, il faut que F{x) soit du degré m' par rapporta u{x). 
En résumé : 

*S7 une /onction F{x) est capable des deux /ormes Pm(^) et P'^,(x), elle 
coïncide avec un polynôme aux deux variables u(x) et u'{x) à coej/îcients 
doublement périodiques aux périodes (o et to' et aux multiplicateurs z et s'; 
(die est de degré m -+- m^ en général, et est toujours de degré m en u'{x) et de 
degré m' en u{x), et ne peut s'exprimer ainsi que d'une seule manière. 

122. Nous avons vu que, dans tous les cas, le système (A) du n** 109 admet //i 
solutions distinctes susceptibles chacune des deux formes P et P'. 

Il résulte de ce qui précède que les éléments de ces m solutions peuvent être 
mis sous la forme 

où l\{xj Uy u') désigne une expression de la nature de F(x) dans le numéro pré- 
cédent. 

123. Comme exemple d'intégration du système (A), nous rappellerons que 
M. Picard a intégré le système 



du V 


dv u w 


dw V 


ds " W' 


Ts """" R""7' 


ds ~^ r^ 



SYSTÈMES d'équations DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. 49 

OÙ R et r désignenl les deux rayons de courbure d'une courbe dont l'arc est 5, 
et w, r, iv représentent les neuf cosinus des angles que font avec les axes de 
coordonnées la tangente, la normale et la binormale de la courbe. M. Picard a in- 
tégré ce système de la forme du n** 111 dans le cas où l'on a 



I 2/1 , /S\ 



r=S' 



a et i étant deux constantes, n un entier positif et dn:r la troisième fonction 
elliptique. 

Nous renverrons, pour cet exemple, le lecteur au Mémoire de M. Picard, où il 
trouvera les détails nécessaires pour le calcul, et des explications sur l'origine de 
ces questions dans les profondes recherches de M. Hermite sur Téquation de 
Lamé 

-^ = [,i(n-+-i)A*sn«:r-f./i]^, 

où snx est la fonction elliptique ordinaire de module X', n un entier positif et h 
une constante quelconque. 
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CHAPITRE VII. 

fJKS SYSTEMES D ORDKE QUELCONQUE ET THÉORÈMES COMPLÉMENTAIRES. 



12i. Il est facile d'établir qu^un système d'équations différentielles d'ordre 
quelconque peut être remplacé par un système d'équations du premier ordre. 
S<iit, en effet, 



/ dZi cÛnZt dZn d*fZ„\ 



( i = i^ 9.J . . ., n) 



un système de n équations différentielles, d'ordres yariés par rapport à des fonc- 
tions.^i, . . . , ^/i d'une même variable indépendante x. Ce système renferme au- 
tant d*équations que d'inconnues. Prenons pour inconnues auriliaires les dérivées 
.successives des variables w|, . . ., z„, nous aurons le nouveau système 

(lOH) ' dx ~^»* ••' ' dx ~ ^ ' 



^^1 
^x 


=; 


-;. 


dZn 







_« — ^<>«-l> 

renfermant a 1 -I- ^»2"+~ •••-+- îv< équations du premier ordre, si l'on appelle Ai, 
>»2? • • •> ^»« respectivement les plus grandes valeurs des nombres Xy,, . . ., \jn dans 
les équations (167). 

Il est évident que l'intégration du système (1G7) entraîne celle du système (168) 
et réciproquement. 

125. On peut remplacer le système (167) par un système analogue au sys- 
tème (1O8), mais de forme plus symétrique. 

Kn effet, on suppose implicitement dans le système (167) et, par suite, dans le 
système (i 08), que les premiers membres des équations, c'est-à-dire les fonctions F" 
des diverses lettres x^ 5|, 5',, .. ., sont indépendants entre eux. On pourra donc 

tirer de n — 1 de ces équations n — i des dérivées --1 — (a = X,, . . ., X,,), et les 

porter dans l'une quelconque des autres; en d'autres termes, on pourra éliminer 
n — I dérivées dans chacune des n premières équations (168), et il faudra que le 
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nouveau système se présente sous la forme 

(169) ^ ax / 

Chaque équation 4> renfermera une dérivée, sinon on pourrait, sans intégra- 
lion, faire disparaître, par des procédés de calcul ordinaire. Tune des variables 
de la question. Chacun des 4> renfermera une dérivée distincte, sans quoi on 
pourrait égaler les valeurs des dérivées égales tirées des deux équations 4> = o 
différentes, et Ton aurait une relation 4> == o sans dérivées. 

Développons le calcul. Soit 

(170) «I>(X, 5i, Z\y ..., 5^''» • ..,5,|,5«, . . . , 5^,>> ) =0 

une équation sans dérivées. On tirerait de là l'une des inconnues z^^^ et on pour- 
rait Téliminer entre cette équation (170) cl n — i des n premières équations du 
système (169), de sorte qu'on ait 

U/U T'V**^» *»!» ^1» ' ' ", -*i > • • • » ^k} ^A-1 ^k y **k » • • • j ^^ j 2/1) • • • > *',r } — ^ 

(« = I, 2, 3, . . ., /l — l). 



En outre l'équation 



""k _ ir) 



pourrait être remplacée par Téqualion 



ilr-r -. z' -(/--l^ x"'-^-»' " 7' ^"^ I — n 

Y I *^» '«1)'* l» •••» ^A , -5;^. , . . ., ^/i, 5„, . . . , , I — O, 

c'est-à-dire par l'équation (170) quand on y a remplace zp par sa valeur tirée de 
l'équation ci-dessus. 

Mais si l'on différentie l'équation (170), on a 

ôx ^ dT, ^» "^' • "^ à^f^ ^^ "^ d^li'» ^'^^ 

dz^[~^^ 
On peut encore éliminer :;j^''' au moyen de la relation —j — =:: z^ et Ton aura 
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finalcmenl le syslèmc 



o 



dx 



I ' 



(17^) 



dzk 
dx 



-il 



dZn 

* dx 



,1 

Un 



dzf-^ 
dx 



.. n — I), 






— ,"•- 1) 



" rfx- = ** 



H-jr'' 



dx 



-- =-A 



,'/•♦!) 



» • • • 1 









dx 






qui renferme jjL| +. . .-{- ([Xy^ — 1) -h. . .4- [jl,i équations à autant d'inconnues. 

Le système (172) est équivalent au système (169) puisque toutes les conditions 
fonctionnelles de ce dernier système sont satisfaites dans le système (172). 

En continuant ainsi, on peut ôtre ramené à un système complètenient algébrique. 
iNous écarterons ce cas. 

Donc, en général^ tout système de n équations différentielles à n inconnues 
peut être ramené à un système de la forme dite de Jacobi. 



(173) 



Ayp.yuyt^. •••'^"»»"^) = " 



(X = I, 2, . . . , m). 



126. En résolvant les équations (i63) par rapport aux dérivées qu'elles renfer- 
ment, on pourra mettre le système sous la forme 



-j^ =?).(^,ri» ••.»7/«) 



( X = I, 2, 3, . . ., m). 



Le calcul est particulièrement intéressant dans le cas où le système (i^S) est 
algébrique, c'est-à-dire lorsque les fonctions F sont algébriques, entières et ra- 
tionnelles par rapport à toutes les lettres qu'elles renferment. 

Mettons les équations (1 78) sous la forme 



(174) 



1 Y^' -h/ii (a?,>',, ..., j^„i)Yl[' * -l-...-h/iv, {Jr,y^, ...,y,n) = Oy 



Y/'r-^/mi(^,ri' • ••»>'//!) Y 



m 



//«'/„,(•'"> y'xy • • • » y m ) — O, 



ou I 



on a 



Posons 



dx'' 



= Yi 



(175) 



' = "1 Yi-h. . .-t- a,„\mt 
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les quanlil(^s a étant des indéterminées et formons Téquation 

(176) (^-^)...(^-/.n) = o, 

où N = V| Va . . . ^m représente le nombre des combinaisons des éléments des 
solutions des équations (174)- L'équation (176) est rationnelle par rapport aux 
coefficients des équations (174)? car son premier membre est une fonction symé- 
trique des racines de ces équations. On peut donc calculer les coefficients de 
l'équation (176) et la mettre sous la forme 

(i77) R(<) = ^o(^> j^i. ..- j^//i)'^-f-...-h^N(j^, .vi y m) = o, 

où les g sont des fonctions entières des lettres qu'ils renferment. 
Prenons maintenant d'autres constantes b et posons 

{178) w= 6,Y,-h...-h6;„Y,n, 

ce qui donnera N fonctions ;/|, u^^ . . ., Wjj. Il est évident que, quel que soit entier 
et positif, l'expression t\u^-\-,, .-y- t\a^ sera une fonction symétrique des racines 
des équations (174) et s'exprimera rationnellement en x^ j'i, ..., y m. Posons 
alors 

(«79) \ 

I • • • • 1 

et multiplions ces équations par des facteurs indéterminés A\_,, \>_j. . . ., A| et ^';,; 
nous aurons, après addition, 

à condition que C2 soit déterminé par la relation 

Déterminons maintenant les X, de sorte que l'on ait 

ou, ce qui revient au même, à condition que Û( /) qui est du de^ré N — i en /, 
et dont on connaît les racines, devienne ' -1 c'est-à-dire 

t — ~ tri 



^o^''-' -H (^1 H- ^0 'a)^^-* -^ . . --^ (<îrN-|-+- ^N-«/a+ . . .-+- ^Ç'o'a '). 
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Alors, en lenant compte de Téqualion de définition de Û(/), nous aurons 



En oulre, l'équation (i8o) deviendra 



Urt = 



^itoi) 



Puisque, d'une part, IcsX, d'après les équations (i 8 1), sont des fonctions entières 
de t^ avec des coefficients entiers en ^, ^i, . . ., y m et que, d'autre part, d'après 

Téquation = û(^), on a 



N-l . /M .\„ #N-t 



ou voit que w» prendra la forme 

/UN _ Si(a?, ^1, .. .,^/n)^î~*-4- Sj(a-, ^1, ...,^;„)/ï~*-l-...-hSNr.r, j^i, j',;,) 

R'(/a) 

oii les S sont rationnels et où R'(^a) ne dépend pas des constantes b renfermées 
dans U(x. En outre, à cause de l'indétermination des constantes a, on peut sup- 
poser que R'(^a) n'est pas nul. 

Si l'on supposait R'(/qi) = o il y aurait deux racines égales dans l'équation (177) 
et, par suite, une relation algébrique entre ^, ^i, y^j ..., ym^ ce que l'on ne 
suppose pas. 

Soit Y|a, .. ., ^moL la combinaison des solutions des équations (i 74 ) C|ui corres- 
pond à /« el, avec des choix quelconques des constantes 6, formons les m équa- 
tions 

^iiYia -H. ..H- bmx^moL = Su /^~* -I- . . . -4- Sxi :R'(/a). 
(i8J) ( 

J ) 

^l,m-i Yioi-h. , .-h b,n^,n-x ¥,,,31= Si./,i_i /^~ -+-. . .-4- S>',,/|_i : K'(/2i)' 

Nous pouvons construire les formules 

OÙ les A sont des fonctions rationnelles de x^ y^^ . . ., ym et R'(a) une fonction 
entière de degré N — i en t^^ avec des coefficients fonctions entières des mêmes 
lettres. 

Donc, les branches Y, a? •• •> ^mi des fonctions algébriques Y|, . . ., Y;,, de jt^ 
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y,, "",ym sont formées de fonctions rationnelles d'une seule fonction alj;:é- 
brique ty, et de ces grandeurs ~r, ^i, . . ., ym» 

Les coefficients s'expriment rationnellement au mojen de ces quantités, et à 
chaque combinaison de branches correspond une valeur de /, solution de Téqua- 
lion(i77)et réciproquement. De plus, la forme des expressions obtenues est 
indépendante de Tindice a de /. 

127. Soit g(jc, Vty y-ii • • ") ym) le plus petit dénominateur commun des fonc- 
tions A|p, . . ., A>p (p = 1 , 2, . . ., m), on aura 



_ fT'xoix.Yx y,n) 



A/xQ= •- y 



et gd^ et g seront des fonctions entières. On pourra donc écrire 

Yp, -^-„^__ :, 

et, si Ton pose g^{t) = G(Xj t^y^, , ..,^',„), on aura, puisque g ne dépend pas 
de r, 

Vfl _ ^pi^^foi^yt y m) 

où Gp sera une fonction de x, /«> ^n • • •> ^m? du degré N — i en /«. En revenant 

//v 

à la notation Y = •—•> nous aurons ce théorème : 

ax 

Le système différentiel 

fyy^y y\y --^ymi -j— ) = <» { x = i , 2 m), 

du degré vx en -^» peut être remplacé par les v, , va, . . . , v,,, = N systèmes sui- 
vants, chacun équivalent au précédent 

(.84) 5^^ Gx(^^3^.v^ ...,^„,) ^^^ 



Ot 



a 



OÙ G|, G2, . .., G,„ sont des /onctions entières et oit /« représente successis^e- 
ment chacune des N solutions de l'équation du N"'"*^ degré 

Les fonctions G| , . . . , 0„i sont du degré N — i e/? /«• La forme ( 1 84 ) est dite 
de Jacobi ou de M, IVeierstrass. 



^ É* 
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128. On peut décomposer G en fadeurs irréductibles en /. Supposons que r 
annule le fadeur g{x^ ^^ Xj • • m^/»)» on aura 

el h ne sera pas nul pour / = /«. On aura, par suite, 



el pour t =^ t^ 



dG , dg ôh 



àG^^dg 



(3n en déduira la formule 

»ûa= -r- X ~l — ' 

Soit n le degré en / de Téqualion ff = o et soient /«, /^, ..., /jj, ses solutions, 
on aura 

Gp(/a) _ Gp(/a)x/l(<p)X...x/i(/p,) 

et le dénominateur sera une fonction entière symétrique des racines. 11 s'exprimera 
rationnellement en :r, j'i, ..., ym- Le numérateur renfermera une fonction en- 
tière symétrique des racines de Téquation et __ s'exprimera rationnellement 

en Xj y%^ . . ., ym* Le numérateur pourra même, au moyen de l'équation ^ = o, 
être abaissé au degré n — i en /«. On aura donc la formule 

v= ^ 

dtOL 

D'où, comme conclusion générale, le théorème suivant : 

Décomposons le polynôme R(/) en fadeurs irréductibles ^i, g^^ . .., g^. 
Le système différentiel proposé pourra être remplacé par les systèmes équi- 
valents suivants, au nombre rf^ N = V|, V2, . . ., v,„ 

(i85) -^~ ^-^ (A: -1,9., ...,CT), 



àtk 



P 



^^t gkt g/tii •••1 gkm sont des fonctions entières de leurs lettres et oà t^p est 
successivement remplacé par chacune des racines de chacune des équations 
irréductibles gk ~- o. 
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Il est important de remarquer que la réduction pratique du système (174) au 
système (184) est toujours possible, mais que le passage au système (i85) n'est 
pas toujours praticable, à cause de la décomposition efleclive du polynôme R(/) 
en ses facteurs irréductibles. On a donc seulement démontré Téquivalence des 
systèmes (174) et (i 83). Nous ajouterons que, dans une équation irréductible telle 
que fff(=o, on peut passer d'une solution t à toutes les autres, d'une manière 
continue en faisant décrire certains chemins fermés aux variables a: et y. Donc 
les systèmes (i85), qui correspondent aux diverses solutions d'une même équa- 
tion ffk= o, peuvent être représentés par un seul d'entre eux et, par suite : 

Le système (174) peut être représenté par les i systèmes différentiels 
/ , o<; X dy\ f-K >. ( 3-, t\,yx yn,) 

(100) -y— = , 

dx d£j^ 

àtx 

OÙ t\ est une quelconque des solutions des a* équations algébriques 

gk— o (A- = 1,2, ...,T). 

La théorie que nous venons de faire est générale. Le cas particulier qui nous 
intéresse est celui où les équations finales (184) ou (186) ont leurs seconds mem- 
bres fonctions linéaires et homogènes de J^i, j^'a? • • • ? ym* L'étude de ces équa- 
tions a été faite, dans tous les Chapitres précédents, sous la forme (A) du Cha- 
pitre L 

129. Puisque nous avons donné la théorie de la réduction à la forme canonique 
des systèmes algébriques, il ne nous semble pas inutile d'y joindre les premiers 
principes de V irréductibilité de ces systèmes. 

Soient 

les équations d'un système algébrique où /| est une racine choisie de Téquation 
G = o. 

Supposons qu'il existe une solution rn> • ••? "^im dont v des éléments satisfassent 
à une relation algébrique telle que 

(187) /{•ï*»>;!» • ..i^iv) = <>• 

Si, dans les équations (i84), et avec les conditions G = oet 

('88; /{-x-.yu "'>yy,) = 0, 

on élimine j^v, par exemple, on obtiendra un système difl'érentiel km — i équa- 
Fac. de T, — IX. 8 
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lions qu^on pourra supposer ramené a la forme canonique 



(«89) 



OUi dx 



cl où W| est une solution de Téquation g{x^ "j^m •••7 J'm) = Oi etr,,, Tj2, ..., '/;v_i, 
^»v+o • • •» "^im formera une solution de ce système (189). 

Réciproquement, si une partie des éléments d'une solution t,,,T42, ...,T,;„de(i84), 
soitT,!, ...,T,v, forme une solution complète d'un syslème à v équations diflerentielles 

/.,. . ôhix.VuYx, Y^,)dy^ \ 

(190) -^^ — -^^- = h^{x,vx,yx, ..., J^v) fjji - 1,2, 3, .... v), 

où i^i satisfait à l'équation /t(j::, ^\^y\i • • m J^v) = o, appelons /| el l'i les valeurs 
de /| et i'i qui correspondent à la solution t,i, ..., Tj^,, on tirera des équa- 
tions (184) et (190) les relations 

^ . 1 -^ h\{x,v^,r^u ..., W= H= — - -G>ir./,,r,,,...,T,^j 

nyi) < dtx dvx 

[ (X = I, -2, 3, . . ., v). 

// y aura donc des relations algébriques entre les éléments de la solution 
'^H) •••f '^1/717 à la condition que les équations (191) ne soient pas toutes identiques, 
c'est-à-dire que les v premières équations du système (ï84) "C renferment que 
yi, . . ., ^\; alors elles formeraient elles-mêmes un système différentiel à v équa- 
tions. Écartons ce dernier cas, et éliminons de l'une des équations (174)? ^1<? 
Téquation G = o et de l'une des relations 

/i r .r, /, , V, y„, ) f)h 

la quantité j^^; nous aurons un système différentiel km — 1 équations, admet- 
tant la solution Th, Ti^, ..., r^,n-\ et dont la partie Tj,, ..., Tjv forme encore une 
solution de (190). Opérons sur ce système à m — i équations comme on a fait 
pour le système précédent, nous obtiendrons un système à /?/ — 2 équations, etc. 
et, finalement, nous aurons un système de v équations de la forme 

(192) -r^ ^ — -^ = H>.(j", T,,7,, ...,^v) a = 1,2, ...,v), 

où T| satisfait à la relation 

(193) H(a7, T,,^,, ...,^v) = o. 
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Ce système admettant la solution Tj,, . .., t,v, commune avec le système (180), 
on tirera de (igS) et (190) 

('94) ^ -y^ —^oii^^i^ur.u ...,v)= ^Ila (« = 1,2, ...,v), 

OÙ T| satisfait à la relation 

(195) H(a:, T,,r,,, ...,r^v) = o. 

Si les équations (iQo) n^étaient pas identiques en r^^ . .., Tjv, on pourrait en- 
core diminuer d'une unité le nombre des équations du système (192), et alors une 
partie yi^, . . . , tjv de la solution y|i, . , , , y\m du système (190) serait une solution 
d'un système à moins de v équations^ mais nous supposerons qu^ aucune partie 
de la solution 7^4, ..., Tjv de (190) ne forme une solution d'un système algé- 
brique à moins de v équations. En conséquence, les équations (195) seront 
identiques, et, par suite, toutes les solutions de (190) formeront des parties des 
solutions de (184), et il est évident que l'identité des équations (195) subsiste 

quand, au lieu de ^i, on y introduit une branche quelconque de la fonction im- 
plicite i'i définie par l'équation h{x^ v^^ y^^ . . ., y m) = o, et que r,,, . .., r^m est 

remplacé par ^4, . .., y m* H faudra supposer queci a suivi un chemin convenable 
pour arriver à l'une quelconque de ses branches. 
De là une définition de Tirréductibilité. 

Le système algébrique et différentiel de m équations est dit irréductible, 
quand aucune combinaison de moins de m éléments de chacune de ses solu- 
tions ne forme une solution d'un système différentiel de moins de m équations. 
En d'autres termes, le système proposé ne fournit aucune solution à un sys- 
tème quelconque de moins de m équations, algébrique et de même forme. 

130. Revenons aux équations (184) du n** 127, et appelons degré du système 
le degré en t de l'équation algébrique 

G(.r, t, yx, '^^,ym) = 0. 

Nous allons montrer qu'un système irréductible de m équations et de degré n 
ne peut avoir aucune solution commune avec un système de m équations, mais 
de degré inférieur à n. 

Mettons, en effet, ce deuxième système sous la forme canonique 

(X = i,-2, ..., m), 



o«j S *:%! une racjoe d^ Vtt\nsèiion inédaciWAe de degré v <C />: 

' i'/7; £' r. ^. Kj y m I = o- 

#-l %»f0fpff^Ofss que le 4^*lénie ''i7{; €rl les équations '^196» el » 197» délerminenl 
une solution commune r.|. , — r^. On aurait 

G^^r. Tj. /f r,^! jg-^^x. Oi, T,| T^„t 

'ly*» - ,, ■ -^ = : il = 1.1 m t. 

0*0 X. T| . y, i T^; o fr* X, h,, t,, t,^ » 

où T| et ht représentent les valeurs de /| et ^1 qui correspondent à la solution 
/,i. . . ,, 7,/„. li'aprês ce qui précède, puisqu'il ne peut y a%oir de relation algé- 
lirique entre les éléments d*une solution d*uu système irréductible, Téquation^ 188» 
ou encore l'équation 

doit éUrc identique cn^i, . . ., j^, et alors les dcu\ systèmes d*équations (§84) 
et(i[/i^ se confondent, puisque toutes les solutions leur sont communes. 
Mettons l'équation (197) sous la forme 



OÙ les 6> sont des fonctions rationnelles, et remarquons que la réduction d'un 
système dilTérentiel à la forme canonique peut toujours être conduite de sorte 

que /|, qui est une fonction rationnelle de or, j^j, . . ., y^^ -j^y "''"^^' *^'^ 

encore, au mo^cn des équations (18G) et (199)9 rendue fonction entière de Q| au 
dcfçré n — 1, et h coefficients rationnels en x, y^^ . . ., y m' Alors on pourra 
poser 

Alors, à cause de (1H9), ou encore en éliminant Q|, on aura une équation du 
degré vcn /|, et les coefficients seront rationnels en x^y^^ . . ^^ym' Mais l'équa- 
tion G ^-^ o étant irréductible, il est impossible de supposer que Téquation (187) 
définissant 0| soit d'un degré inférieur. 

(lomme corollaire, l'équation G = o, irréductible en ^,, x^ j^,, ..,, ymj est 
encore irréductible eu /|, Tj,, . . ., r\ni. Car, s'il en était autrement, le système 
dilTércnticI initial aurait une solution commune avec un système de degré 
moindre. 



SYSTÈMES d'équations DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET HOMOGÈNES. 6l 

EnfiD, il résulte de ce qui précède que, si l'on considère un système irréductible 
qui a une solution commune avec un système du même nombre d'équations ou 
d'un nombre plus grand, toutes ses solutions forment chacune toute une solution 
ou une partie d'une solution du second système. 

131. La théorie générale d'intégration que nous avons exposée dans les 
Chapitres précédents n'ôte rien à l'importance de procédés particuliers d'inté- 
gration qui fournissent d'ailleurs de remarquables théorèmes. 

Nous donnerons, pour terminer ce travail, quelques exemples de ces théories 
particulières. 

Nous avons appelé solution du système 

(A) -^— = a/i>'i-H...-+- ainyn (i = I, 2, ...,n) 

un ensemble de fonctions y^^ y.^^ ..., j',i satisfaisant à ces équations. Nous 
appellerons, par opposition, intégrale du système (A) toute relation 

(201) S{x,yx, ...,j^«) = consl., 

qui est identiquement satisfaite en vertu des équations (A), c'est-à-dire par une 
solution arbitraire de ces équations. 

Si l'on connaît un système fondamental de solutions yij^ la solution générale 
des équations (A) est de la forme 

(^02) 7/= G|7/,4-...-h G„^/„, 

et l'on peut résoudre ces équations par rapport aux constantes arbitraires. On ob- 
tiendra ainsi n intégrales linéaires distinctes 

(203) 

où les a sont des fonctions connues des solutions données ^/y. 

Réciproquement, si l'on connaît n intégrales distinctes, on obtiendra, en ré- 
solvant les équations (208), des équations de la forme 

(204) yi= C,A/,4-...H-C„A/,i, 

et, puisque les constantes sont indéterminées, on peut faire, par exemple, 
C2= o, . . ,, C„= o, et l'on voit que A/i sera une solution du système (A). On 
pourra donc mettre les équations (204) sous la forme (202). 

Posé au point de vue de la recherche des intégrales, le problème de l'intégra- 
tion du système (A) est donc différent de la théorie générale que nous avons ex- 



y/^^^,, Oft 'tom prend qu'il 7 ait an^ \mportàikc.e coossidièraL^ à rechercher les 
/.'^rme» l^* pin* «impie* des intégrale*. 

^oppo^/A*. pdr exemple, ave^ M. liarLoa^. qae le» coefâcients a des équa- 
ti<>ft* '' A , voient de% fonction % rationnelles de x. Il pourra exister des inléfrales 
A^/r< ïiné^ir^*. algébriques et ratioDoelles. tandis que les intê^rrales linéaire^ 
peri9#:nt ét/e irr:ktionnelle« oa même tran?ceodaDtes. Il t a donc iotêrêt à chercher 
eef int/^jrrale* de degré srjpériear. \ou§ alioD§ montrer comment M. Darboux 
parnienl a réiondre ce problème, et en même temp* indiquer les beaax ih-orèmes 
qrif *e ratlar;hent a la question. 

Prenoo* d'al*^/rd un exemple. L'éqaalion 

où //' e*l la dérivée de </. admet les deux intégrales premit-res linéaires 






^r 



et elle<^ peuvent être irrationnelles ou transcendantes, tandis que Tintégrale du 
4er;ond degré 

e*t algébrique et rationnelle quand a est rationnel. 

Oinsidérons une intégrale rationnelle de degré quelconque 

f^j^'^'n /<^fJ^i Xn) = C, 

elle doit satisfaire identiquement à l'équation aux dérivées partielles 

On voit ainsi que, si la fonction f n'est pas homogène, en la décomposant en 
partie*» homogènes en y^^ • . ., yn^ chaque partie égalée séparément à une con- 
stante donnera une intégrale du système (A). En effet, soit 

/ = /i-+-/î-+- ..-+-/fr, 
on aura identiquement 
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Changeons y en \y^ el nous aurons 
(208) \ dx dx 



et aussi 



^// . V..<^//,. ., . . . •. X . .Vw.i/V 



et, X étant absolument arbitraire, il faut que Ton ait séparément 

(210) i- ^ /-(ai!rt^----H-««i^«)H-.--»- -.'^(«/ii^'i -+-... -+-rt/iii^/i)= o- 
ox oyi ^'yn 

Nous pourrons donc supposer que, dans l'équation (2o5), / est homogène en 

y^i • • • > yn • 

Cela posé, soit ^7y un système fondamental de solutions et soit 



(211) yi— Gi^iiH-...-+-C„j' 



in 



la solution générale. 

On peut supposer ces valeurs j^/ portées dansy(x, y^^ . . "^ yn) et f devra 
rester constant après la substitution (21 1). 

Tout covariant F de /", multiplié par une puissance convenable (négative) du 
déterminant de la substitution (211), se transforme dans le covariant analogur 
formé avec la fonction 'f(Ci, C2, ..., C,i), où ç(C|, C3, ..., C,i) est la fonction 
indépendante de X qui résulte delà substitution (211) faite dansy(a:, j'i, . . *^yn)• 

Mais ce nouveau covariant étant exprimé au moyen des constantes Ci, . . . , C// 
prises comme nouvelles variables, est indépendant de x^ c'est-à-dire est une con- 
stante par rapport à x. Donc enfin tout covariant de V intégrale /, multiplié 
par une puissance convenable d' une fonction connue de x^ est également une 
intégrale. 

La proposition s'étend au cas où Ton a plusieurs intégrales, et où Ton considère 
un covariant quelconque du système de ces formes. 

En effet, soient 

fxlx, y^, ,..yyn)y 
I 

k formes intégrales homogènes qui deviennent par la substitution (201) 
'fi(C|, . . ., C/i), c'est-à-dire des constantes. 

Remplaçons les variables y^^ . , , ^ y„ par les variables C|, . . ., C// au moyen 
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de la subsliuilion (21 1). Nous aurons d^abord 

//(^) Gij^n-4-...-*- C„yi„, ...) = <pi(Ci, Cj, ..., C;,). 

Ensuite le covariant F de/i, /a» • • •> /a ^st une expression F(/j, . . .,/*) qui 
se reproduit après la substitution (201), mais multipliée par une puissance 3" du 
déterminant de la substitution. 

On aura donc, par suite du changement de variables (211), 

Or ne dépend que de .r. On voit donc, en revenant aux anciennes variables, 
que 

F(/i, ...,A)x$-« 

est une constante, c'est-à-dire une intégrale. 

Ce beau théorème s^applique, avec des modifications convenables, aux contre- 
variants de/{Xyyi, . . ., j^/i), comme nous allons le montrer. 

Introduisons pour cela le système auxiliaire 

(•jii'A) ^ = — auzi — atiZi — . . ,— aniSn ( 1 = i, 2, . . ., «). 

Le système (212) est dit réciproque du système (A). Soient^,, ^2? "">yn et 
^1, ..., Zn deux solutions quelconques appartenant respectivement au système (A) 
et à son réciproque (212), on aura 

yi^l-^yiSi-^" '-^yn^n= const. 
En effet, en dérivant, on trouve 

dy\ dvn dzi dzn 

et, si Ton remplace les dérivées par leurs valeurs tirées de (A) et (21 a), on trouve 
une identité. 

Il résulte de là que, pour intégrer le système (A), on n'augmente pas la diffi- 
culté en considérant Tensemble des systèmes (A) et (21a). On aura, en effet, à 
résoudre en plus un système algébrique de la forme 

yuZx-^,,.-Jryni^n= C/ ( t = i , a, . . . , /i) 

pour connaître la solution générale de (212) quand on aura déjà un système 
fondamental de solutions de (A). 
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Or, si Ton pose 

H = Z^Z^ C^ik^i}'k («, A- = 1,2, ...,/i), 

l'ensemble des systèmes (A) et (202) revient à écrire le système canonique, 
dans le sens classique du mot, 

Alors, soient 

fiiyi-yi^ . • M^/» l-sij-Zî, • -.j-s//) = G/ (i = 1, 2, . .., A) 

A* intégrales homogènes en j^< , . . . , j^;, et en 2| , . . . , z„. 

Toute forme invariante de ce système d'intégrales, multipliée par une 
fonction connue de a:, est encore une intégrale du système canonique. 

En effet, la solution générale de (A) est 
et les intégrales de (208) sont 

« 

(2l5) yu^\-^-"'^yni^n= Y' (1 = 1,2, ..., /î), 

car les équations (204) et (2o5) donnent 

y\Zx-\-,,.-\-ynZn= GiYiH-...-+- C;,Y'i= consl. 

Alors, si dans les intégrales on remplace j^i , . . . , jo,, -3| , . . . , 5,1 par leurs va- 
leurs tirées de (204) et (21 5), elles doivent se transformer en des fonctions 

(pi[Gi, . . ., Grt I Yi. . • ., Yi] (i = I, 2, . . ., A) 

indépendantes de x. Mais (214) et (21 5) sont des substitutions linéaires qui 
changent les variables y el z dans les variables C et y. Donc toute forme inva- 
riante du système des intégrales f se réduira, quand on la multipliera par une 
puissance convenable du déterminant de la substitution (214)) à la fonction analy- 
tique formée avec les fonctions cp/, c'est-à-dire à une fonction des constantes C 
et Y» Or, une telle fonction est encore une intégrale. 

Le déterminant de la substitution est égal, comme on Ta vu au Chapitre I, à 
ç-s^ùaadx^ Enfin, remarquons que le dernier théorème démontré comprend la fa- 
meuse proposition de Poisson dans la théorie des équations aux dérivées partielles. 

132. Donnons enfin, d'après M. Appell, les principes essentiels de la théorie des 
Fac. de T. — IX. 9 
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fonctions invariantes des intégrales des systèmes quelconques de la forme (A) 



(A) 



dyt __ 



dx 



= «/l ^I -+■••• -^- <^iayn' 



M. Appell donne, dans un sens très général, le nom de fonction invariante 
de np quantités X/)t à chaque fonction algébrique entière des variables qui se re- 
produit multipliée par une puissance de la substitution quand on fait sur les va- 
riables une substitution linéaire telle que 

X//t = C/i Yj^ -h . . . -H Cm Yfl^t- 

Une pareille fonction peut être représentée par le Tableau 

X|i . . . X|p 



• • • • • 



ou par la notation I 



( X., 

Ait • • • Xip 



x„, 



ê • • • • 



-*/ii • • » ^m 



OU par la notation simplifiée I(X|>);,^. 

M. Appell démontre les théorèmes généraux suivants : 

I. Si Ton a l'identité 

D étant le déterminant de la sul^stitution \ la fonction invariante est homogène et 
de degré m par rapport aux variables d'une même ligne. 

II. On a identiquement 

I(Xa)/»A>=o si p<n, 

III. Si p = /i, une fonction invariante est, à un facteur près indépendant des 
variables X, une puissance du déterminant 



A = 



Xii . . . Xirt 



.•* *•* •• 



■A /t ] . • • JSl 



nn 



IV. Toute fonction invariante est une fonction entière et homogène de degré n 
des /i(/)— Aî)-M déterminants A, A/^, ^i^n^\ (« = ï, 2, ..., n) où Ton a posé 
d'une manière générale (en supposant/7 > n) 



Xii ... Xi,/_i Xik Xi,/+i ... X 



in 



A/A- 



X/ii . . . X/|,/.i Ank X/j, 



/+! 



Y 

... rf m. 



nn 
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On pourrait appliquer ces théorèmes à Tétude des systèmes différentiels (A). 
Mais, comme le fait M. Âppell lui-même, on peut faire de ces systèmes une 
étude directe et d^ailleurs très simple ; nous allons le faire voir. 

Toute fonction algébrique entière F des éléments des solutions d'un sys^ 
tè me fondamental y ik des équations (A) 

dvi 

et des dérivées de ces éléments, qui se reproduit multipliée par un facteur 
constant différent de zéro quand on remplace le système fondamental de so- 
lutions par un autre système fondamental, est égale à une fonction algé- 
brique entière des coefficients a et de leurs dérivées multipliée par une puis- 
sance de V expression e^^^tf^-'-'^'^-H^^^. 

D'abord F doit se reproduire à un facteur constant près quand on permute 
entre elles les solutions yik. En effet, on peut remplacer les deux solutions yii 
^t yia par les deux solutions a,j^ii -j- 6<j'i2 et «aj^/i 4- b2yi2^ pourvu que le dé- 
terminant «1 62 — bi a2 soit différent de zéro. On prendra a\ = o, 62= o> «2 = i ? 
b^ = I et l'on aura permuté les deux solutions j^/i et y 12. Alors, les deux fonctions 
entières F(y,4, j^/a, . . . ,^//i), F(^/2, ^/i, • • • , yin) ne différant que par un fac- 
teur constant, il faut qu'on trouve dans chacune la solution yii avec les dérivées 
de ses éléments jusqu'à un même ordre de dérivation. 

Donc, F contient les dérivées des éléments des solutions yik jusqu'à un 
ordre de dérivation indépendant de V indice k. 

F est une fonction invariante des quantités formant le Tableau 



yny 

dyn 
dx 



dpy il 
dxP ' 



ym 



dxP 



y\n, 

dx 



dxP ' 



ynn^ 
• • • » 

dxP 



et au nombre de n^{^p-\'\). En effet, supposons qu'on passe du système fonda- 
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mental de solutions yik à un aulre système fondamental quelconque 
11 faudra que Ton ait identiquement 

p/ dPy.n dPynn \ |,p./v Y ^^Yl« dP\nn \ 



y 



H étant une fonction des seuls coefficients C de la substitution. D'ailleurs ce fac- 
teur H est différent de zéro tant que le nouveau système Y|> est fondamental, 
c'est-à-dire tant que le déterminant des constantes C est différent de zéro. Donc H 
ne peut différer que par un facteur numérique k d'une puissance de D et l'on a 

m 

On peut supposer Y|=j^i, ..., Y« = j^,, pour calculer A*, et le calcul donne 
immédiatement k = \. 

La fonction F se reproduit donc multipliée par D'^ quand on fait sur les va- 
riables yik la substitution indiquée. Donc F est une fonction invariante des 
n^{p 4- i) quantités du Tableau ci-dessus. Or, en vertu des équations proposées 
(A) et des équations dérivées qui ont même forme que les équations (A) elles- 
mêmes, on peut éliminer dans F toutes les dérivées^ et alors F étant une fonc- 
tion algébrique des seuls éléments du déterminant 

i> = ir/A-l, 

et ne s'annulant qu*avec lui, est précisément une puissance de ce déterminant, 
multipliée par un facteur qui ne peut être que zéro ou une fonction algébrique 
entière des coefficients de l'équation différentielle et de leurs dérivées. Ce ré- 
sultat est conforme aux théorèmes généraux. 

Pour les systèmes de la forme (A), le nombre des applications semble restreint. 
Mais, pour le cas particulier d'une équation linéaire d'ordre /î, on peut tirer de 
là les théories de l'élimination et de la transformation des équations différen- 
tielles, comme en Algèbre pour les équations de degré n. Nous renverrons pour 
ces questions au Mémoire de M. Appell. 



? . 
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NOTE SUR LES DÉTERMINANTS. 



133. Considérons un déterminant quelconque P dont les éléments sont repré- 
sentés par la notation Ors- Nous aurons les relations 



(>) 



1 àV 



. . . -T- fl/lf ■J-_ * , 



àans 
dP 



dP 

ari T—- -+-...-+- arn TZ~ 
oari vCtrt 



= P, 



(^) 



, dP àP 

y oais ôa„s 



«ri 



dP 
das\ 



dP_ 



'sn 



(3) 



(4) 



d^P 
àafs 



= o, 



diP 



dOrs àUr's 



= 0, 



d^P 



àUf-s àars' 



= o. 



d^P 



d^P 



dcirs àdr's' 



dars' àar's 



Le délerminanl ^ ^ de l'ordre n — 2 se déduit, au signe près, du déter- 
minant P en effaçant dans ce dernier deux lignes, la r'^"* et la /•'•^"« et deux 
colonnes, la 5'*'™*' et la 5''*""*. Mais on peut aussi considérer les expressions - — 

comme des déterminants principaux, et Ton obtient les formules suivantes, ana- 
logues aux formules (i), 



(^) 



Ctsï 



«Jl 



d^P 



d^P 



âuri àasi 
d^P 

àUrt àUsi 



a 



dP 



sn 



dan àasn 

a«p 



da 



rX 



a 



sn 



da^t da 



sn 



dp 

dar9 



^n 



d^P 



a 



a«P 



dP 



SI 



damàasi 



• • ~T- asn 



darn àasn 



da 



rn 



Portons ces valeurs dans la seconde relation (i)et tenons compte des équations 
(3) et (4), nous aurons 



i<») 



P = 



a ri a si 

Ort «jl 



£)«P 



dari ^<^s\ 



Orn asn 



d»P 



dar,n-t dasn 



70 L. SAUVAGE. 

OU encore 

(7. r = vy 



fi V 






d^P 



daru ^<^s\ 



L^équatioD (7) correspond à la règle de Laplace quand on développe le déter- 
minant P par rapport aux éléments de deux colonnes à la fois. 

134. Il est facile de démontrer cette règle en général. On peut d'abord faire 
des calculs analogues aux précédents, mais on peut aussi faire une démonstra- 
tion générale comme nous allons l'indiquer. 

Rappelons d'abord que, pour former les permutations des nombres ai, . . . , a„ 
donnés, on peut considérer d'abord p désignées de ces lettres ai, ...^cLp par 
exemple, et permuter d'abord ces lettres. Puis, considérant les n — p autres 
lettres, on les permutera. On obtiendra ainsi TsspTSn-p permutations, Wk étant en 
général le nombre des permutations de A* lettres. En appelant CJ le nombre des 
combinaisons de n objets p k p^ on aura CJ manières de faire l'opération précé- 
dente; on aura donc 

TSfi = C^TBpWn—pi 

parce que toutes les permutations de n lettres ont été comptées ainsi chacune 
une fois et une fois seulement comme il est facile de s'en assurer. 

Toutes les permutations d'un même groupe sont caractérisées par ce fait que 
les p premières lettres sont les mêmes. 

Cela posé, considérons un déterminant dont un terme quelconque ait la forme 

ai, a-j, . . .y oLfi étant une permutation des seconds indices, et e donnant le signe 
correspondant à cette permutation. Dans tous les termes, on peut supposer que 
les p premiers seconds indices sont toujours ai, , • • , a^ rangés dans un ordre 
quelconque. Donc, pour obtenir tous les termes, on pourra les déduire de la 
permutation 

en permutant d'abord les premiers indices, puis les n — p derniers. On ob- 
tiendra ainsi successivement les termes 



ou 
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et ensuite les termes 

le signe e résultant toujours de la permutation a, • . . x^ | a^^i . . . a^, considérée 
comme résultant maintenant des deux permutations ai ... a^ et a^^^i • . . an. 

La conclusion à tirer de là est la règle de Laplace, qui consiste à prendre, par 
exemple,/? lignes, à en tirer tous les déterminants possibles à p- éléments, et à 
multiplier ces déterminants partiels par les déterminants complémentaires, c^est- 
à-dire par ceux qu^on obtient en effaçant, dans le déterminant principal, les 
lignes et les colonnes qui ont déjà servi. Les signes doivent concorder dans le dé- 
veloppement ordinaire du déterminant principal, et dans le développement par 
la règle de Laplace. 

133. Dans les formules (i) et (2), chaque dérivée partielle ^ — est, au signe près, 

le déterminant qu'on obtient en supprimant la ligne /* et la colonne 6 dans le dé- 
terminant principal P. En général, on appelle mineurs (Tordre m les détermi- 
nants qu'on obtient en supprimant m lignes et m colonnes quelconques dans le 
déterminant principal. Soit 

(8) c = —^ ' 

le nombre des combinaisons de n objets m k m. Écrivons ces combinaisons les 
unes à la suite des autres dans un ordre choisi, et numérotons-les de sorte que 
les numéros 1,2, ..., c caractérisent les diverses combinaisons. Soient y et 5 
deux quelconques de ces numéros. Si dans le déterminant P on supprime tous 
les éléments qui ont leur premier indice dans la combinaison y, et leur second 
indice dans la combinaison S, les éléments restants formeront un mineur quel- 
conque d'ordre m. Nous le représenterons par la notation PyS^. Le nombre de 
ces mineurs est évidemment égal à c*, et avec eux on peut former le déterminant 



(9) S5,'«> = 



P'i";' ... PV 



m) 



c 



« • . • 



p(m) pcm) 

* Cl • • • ^ ce 



On a pour les mineurs du premier ordre les plus simples combinaisons. Par 
exemple, la notation P^^ indiquera, qu'on a supprimé la ligne /* et la colonne s. 
Le déterminant S;/^ est dit alors le déterminant adjoint du déterminant P. 

Si, dans le déterminant P, on supprime les lignes et les colonnes qui servent à 
former Py?\ il restera un déterminant d'ordre n — m qu'on peut représenter par 
le symbole 
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et qu'on appelle complémentaire par rapport au mineur Pyg^ De même, le dé- 
terminant S^/'""'^ formé avec les V^"^^ est dit complémentaire du déterminant 
S^''*\ En particulier, les mineurs complémentaires des P^^ sont les éléments eux- 
mêmes du déterminant P. 

Choisissons les seconds indices dans la combinaison 5 formée de m lettres, 
alors .la règle de Laplace aura pour traduction algébrique la formule 



(lO) 



p _. p(m)pf«-/n) _|_ p(/w)p(«-/n) 



p(m) T>{n-m) 



Si, dans cette formule, on remplace 8 par 8', on introduira nécessairement des 
lettres qui appartiennent à la combinaison complémentaire — 3. Alors le déter- 
minant P pourra être remplacé par un autre déterminant où des colonnes seraient 
identiques. La formule (lo) entraîne donc la formule 



(îi) 



rt — p(m)p(»-/») 



p{m) p(a-m) 



130. Comme applications des formules (lo) et (ii), formons des produits de 
déterminants où les indices {m) et (/i — m) seront supprimés pour la commodité 
de l'écriture. Nous aurons, comme première application, la formule 



Pi 



Pi. 



••• ••• •• 



P.1 



ce 



P-..-. 
p-..-, 



P-.,-, 
P-..-, 



P-1,-5 .•. P— 1,— C 

P— î,— ^ ••• ' —c,-^t 





p 


o 







p . 




• 


• • • 


— 








O 


o . 




• 


. • • 




o 


o . 



Pu 
Pî* ••• 

• • • • • • 

V ss 



P.c 

p.. 



$c 



r /• c ... I 



ce 



En particulier, pour m =^ n — i et 5 = n 
n — I et /2 en I et 2, 

et, d'une manière semblable mais générale, 



2, on a, en changeant les indices 



P -^'p . 



(12) 



aP dP 



c^P dP 



da,.s dUr's' àttrs' àUr's 



= p 



C?»P 



dars àop's' 



137. Comme seconde application on a, de la même manière, la formule 



(i3) 

d'où, en particulier. 



S(m) ^in-nt) ^ pe^ 



(I4) 



SM) = pn-l 
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Celte dernière formule donne la valeur du déterminant adjoint en fonction de 
celle du déterminant proposé. 



138. Arrivons à la formule de Cauchy, 



(|5) 






Commençons par définir le produit R des deux déterminants P et Q du même 
ordre. On aura, par définition, 



(16) 



r|jLv = />{JLt^Vl 



Py^nÇyny 



en appelant/), q^ r les termes des trois déterminants; on peut écrire simplement 



(17) 



TptV = S«(^|jt|, ^vl), 



le signe de sommation S étant relatif aux seconds indices i. On aura, par suite, 



(18) 



R = 






^""(Pniqn) S«(/>rtty,i) ... S'^ipniqm) 



Supposons que dans R on échange deux lignes, par exemple les deux premières. 
On aura l'échange entre les deux éléments 

S^C/^n^ii) et S«(/>,iy/,). 

Rien n'est donc changé dans le déterminant Q. Au contraire, dans P, la suite 



PHi Plly ...» Pin 



est remplacée par 



PiU Ptit 



Ptn^ 



et inversement. On a donc échangé au fond les deux premières lignes de P. 

D'une manière générale, on peut dire que, si l'on échange les lignes d'indice i 
et j dans l'un des deux déterminants P et R, le ménie échange doit être fait dans 
l'autre déterminant pour que la loi 

R=PQ 

subsiste. Si, au lieu des lignes, on considère les colonnes, alors R et Q seront 
associés dans l'ordre de ces colonnes. 

Cela posé, considérons un mineur quelconque Ryg^ de R. Amenons les lignes 
et les colonnes qui correspondent aux combinaisons y ^t S dans les premiers 
Fac. de T. — IX. I O 






tk -. >• 
^y^n .ï4^c^n ' »rv >^m^, yr^Ait/^tii^i^. iét h !^, . îi e^t dérivé dti tenu* principal 

^: ■ ^n ' ■ ■ ^ n H 

ysf ^4 ^rf(i*%tAthr,xi\ *.flf^^,Ta/^^ ^ar k^ \^,oii4^ indices, fl i^ra doac de U lortn*» 

^/rff ftA'/êrloyf^.fft^.ht f*'.uU,fti$^.ffB dr,t»^, UfUie^ 1^* combinaison* 

/f/f ^f / / / ,^/yy^ Y' ' ' ' Y^ ^'^^ ^^^ upmWtn^ifhons queiconqaes de /n des indices i. 
/^ /«/^ /^< 

i ^U j*o»^s lî,^' ^•l «ri fU'UztmîUitni, cV'^l-à-dire une fonction qui change de 
i(i((rM' i\unuf\ hu ihitu^t* h ffittilA de l'une de» suites des indices de ses termes. Il 
hui tinnt' /|M^f louU'% U',% tUffuUiufiinonn A soient précédées d'un signe conforme à 
|jf toi d/7 l^'Mf* ittftié'.frH, ytsiin stlorn^ en raisonnant comme pour la règle de Laplace, 
ttn fftnirrtt tifijttonirtr la formule 

nii t'.iUMnt'f t*ii rr.yMtnui Mim notations adoptées, 

iîKK II MOU» H«s(« /i démontrer que le déterminant SJ,'"' est une puissance de 
I', Ml Vimu'.Ui' Tm démontré crnhord par une méthode directe. Ensuite, M. Bor- 
llhMrdtf dnnn iinn Nol<i ajoutée! nu Mémoire de M. Francke, a obtenu d'une ma- 
lll^rn prmqnn immédintn rr théorème important en s'appujant sur la remarque 
«llIVHlitn fiinili* A démontrer : TexpreHsion entière et rationnelle 

( A I ^1 -f- A, Tt -♦- . . . -h A;, T„ )* 
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n'a pour diviseurs enliers et rationnels que des expressions de la forme 

X(Ajiri-i-. . .-H Xn^n)V- (fx = o, 1,2, . . ., A); 

or c'est le cas du déterminant P*, où Ton peut appeler Xt, . . ., x,i les éléments 
d'une même ligne ou d'une même colonne. 
Cela posé, la relation 

établie par Cauchj, montre que S'/** est un diviseur de P^ et, de plus, un diviseur 
entier et rationnel. Il faut donc que l'on ait 

On trouve facilement l'exposant jjl et la constante X = i , en cherchant d'une 
part la dimension de S^^' par rapport à une lettre quelconque du déterminant P, 
et, d'autre part, en supposant P réduit à sa diagonale principale. 



>•••< 



yff L. SXVrXCt. — STSitxeS D'ÉOt'AT105S DffTtRC5TIELLE5, ETC. 



INOTE SIR U RÈGLE DE LAGRA\GL 



140. Soit la fraction rationnelle 

/(x) A, A, 



■ • • 



(x — a/»^(jr) (x — a)* (x — a)*-* x — a 

OÙ <p(x) n'est plus divisible par x — a. 
Posons X = a-^ hj nous aurons 



W(x), 



'^[^'^^> =A|-+-A,A-+-...-4-A«A«-i-4-A«V(a-i-A). 

^(ûf-4-A) I z n / 



D'un autre côté, nous aurons 

h'^lx — a (x — a)^ (x — a)^ '-^ J 

Le coefficient de t' dans ce développement, est 

Ai Aji Al, 

(x — a)'» (x — a)'»~' '" X — a 

c'est-à-dire la partie du développement de \„ \ > ^^^ correspond à la ra- 
cine a. 
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